Notiuni de electrotehnica si de matematica

In acest articol sunt tratate o parte din fenomenele si parametrii care prezinta un
grad de dificultate mai ridicat.

Deasemenea, in acest articol s-au utilizat litere mici (de exemplu u, i) pentru
notarea marimilor care sunt variabile in timp, iar pentru marimile care au
valori constante in timp s-au utilizat litere mari (de exempluU, I).

1. Inductanta

Daca un un flux magnetic variabil in timp strabate planul spirelor unei bobine,
atunci in bobind se induce o tensiune electromotoare (aceasta este una dintre
formularile legii inductiei electromagnetice a lui Faraday). Presupunand ca cele
doué terminale (borne) ale bobinei sunt conectate impreuna, adica bobina este
in scurtcircuit, atunci sensul tensiunii induse in bobina este astfel incat curentul
generat de tensiunea indusa sa produca un camp magnetic care sa se opuna
variatiei cdmpului magnetic care a generat-o. Daca fluxul magnetic care strabate
planul spirelor bobinei nu mai este variabil in timp, atunci in bobina inceteaza sa
se mai induca o tensiune electromotoare (t.e.m.).

Inductanta este proprietatea unei bobine de a se opune oricarei cresteri
sau descresteri de curent sau de flux prin ea. Opozitia este realizata de
tensiunea electromotoare (t.e.m.) indusa in bobina. Aceasta proprietate este
similara cu inertia corpurilor, care se opun prin masa lor la fortele care tind sa le
accelereze.

Inductanta se noteaza cu litera L, iar unitatea de masura pentru inductanta in Sli
(Sistemul International de unitati de masuré) este henry, cu simbolul [H].

O bobina are inductanta de un henry, daca in bobina se autoinduce o
tensiune electromotoare medie de un volt, atunci cand curentul care curge
prin conductorul bobinei are o variatie de un ampere, intr-un interval de
timp de o secunda.

Valoarea tensiunii induse intr-o bobina cu inductanta L este data de relatia:

Al
=-L— 1.1
e=-L— (1.1)

e = t.e.m. medie indusa in bobina, [V];

Al = variatia curentului prin bobina in intervalul de timp Az , [A];
At = intervalul de timp Tn care are loc variatia curentului, [s]
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Litera greceascd A se foloseste in locul literei d, care vine de la cuvantul
“diferentd”. Ea este folositd in asociere cu orice marime, cum ar fi viteza, timp,
flux magnetic, etc. Daca este vorba despre curent electric, asocierea de litere Al
nu inseamna ca se face produsul lor. Aceastd asociere este folositd ca sa se
arate ce variatie a suferit curentul electric si inseamna diferenta dintre valoarea

finald 7, a curentului si valoarea initiald /, a curentului, adica A/ =1, -1, .

Semnul minus din relatia (1.1) aratad ca t.e.m. indusa se opune totdeauna cauzei
care a creat-o. Marimea tensiunii induse este cea din relatia (1.1) fara sa se tina
seama de semnul minus.

Exemplu:

Un curent cu intensitatea de 10 A trece printr-o bobina. incepand cu un anumit
moment acesta scade in interval de 2 secunde la 1 A. Inductanta bobinei este de
de 0.8 H. Sa se afle tensiunea medie autoindusa in bobina.

Al 1-10
=L =08 =(-08)-(-5)=4 V
e Y 5 (-0.8)-(-5)

Semnul pozitiv al tensiunii obtinute arata ca tensiunea autoindusa are tendinta sa
mentind curentul la valoarea initiala, adicd tensiunea autoindusa se opune
scaderii curentului de la 10 A la 1 A. Dupa cum se va vedea in continuare,
aceasta oponenta inceteaza dupa un timp destul de scurt.

Din relatia (1.1) se vede ca dintre doua bobine prin care circuld curenti variabili in
timp, fenomenul de autoinductie va fi mai puternic la bobina cu inductanta mai
mare.

Relatia intre unitatile de mé&sura ale ecuatiei (1.1) este:

1v=1H.4 (1.2)

Is

Din relatia (1.2) se poate deduce relatia dimensionala pentru un henry:

=S (1.3)
14
In functie de parametrii bobinei, inductanta este data de relatia:
2

l

1, =8.854x107"* [H/m], permeabilitatea magnetica a vidului;

.= permeabilitatea relativéd a miezului bobinei, fara dimensiuni;
A= aria spirei bobinei (nu aria sectiunii conductoruli), [m?];
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N= numarul de spire al bobinei;
[ = lungimea bobinei, [m];
L= inductanta bobinei, [H]

2. Inductanta mutuala

Presupunem ca doua bobine A si B se afla una in apropierea celeilalte, astflel
incat daca prin bobind A va curge un curent, liniile fluxului magnetic produs de
bobina A sa strabata total, sau partial planul spirelor bobinei B. Daca curentul din
bobina A va suferi o variatie Al in intervalul de timp A¢, atunci si fluxul magnetic
produs de bobina A va suferi o variatie in acelasi interval de timp At. Variatia
fluxului bobinei A va induce in bobina B o tensiune electromotoare. Se spune ca
intre cele doua bobine exista inductantd mutuald, care se noteaza cu M si este
masurata tot in henry, [H].

Inductanta mutuala dintre doua bobine este de un henry daca in una din
bobine se induce o tensiune electromotoare medie de un volt, atunci cand
curentul care curge prin cealalta bobina are o variatie de un ampere, intr-un
interval de timp de o secunda.

e, :_M% (2.1)

e,, = t.e.m. indusa in bobina B, [V];

M = inductanta mutuala dintre cele doua bobine, [H];

Al, = variatia curentului in bobina A, in intervalul de timp Az, [A];

At = intervalul de timp in care are loc variatia curentului in bobina A, [s].

Inductanta mutuala M dintre doua bobine este cu atat mai mare cu cat cele doua
bobine sunt mai strans cuplate.

3. Conectarea unui circuit R-L la o tensiune continua

Se considera circuitul din Fig. 3.1.

M1
2 s | R f+ b
mA — 0 )
b UR uL
+ LS 4

Fig. 3.1 Circuit cu rezistenta si inductanta
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In Fig.3.1 este prezentat un circuit serie format ditnr-un un rezistor cu rezistenta
R si 0 bobina cu inductanta L. Bobina se considera fara rezistenta; se considera
ca rezistenta ei este inclusa in rezistenta R. ITn momentul in care comutatorul S
se pune pe pozitia a, combinatia R-L este conectatad brusc la tensiunea U a
bateriei. Consideram momentul punerii comutatorului pe pozitia a ca fiind
momentul zero (t=0). Cu ajutorul miliampermetrului M1 vom constata ca curentul
prin circuit nu atinge valoarea sa maxima instantaneu (adica la t=0), ci dupa un
timp finit. Acest lucru se explica prin faptul ca in momentul t=0, desi curentul prin
circuit este zero (i=0), viteza de variatie a curentului este diferitd de zero,

Ai . . . . .
ZiOSI astfel in bobind se va autoindcue o tensiune contraelectromotoare
t

e= —LA—; , CU polaritatea + la terminalul 1 al bobinei si cu — (minus) la terminalul

2 al bobinei. Din Fig. 3.1 se vede ca in orice moment tensiunea U a sursei este
egalda cu suma caderilor de tensiunilor de pe rezistenta R si inductanta L,
produse de curentul i din circuit, care are tendinta sa creasca de la valoarea
zero la valoarea sa maxima. Se poate scrie ecuatia:

. Ai
U:uR+uL:lR+LA—t (3.1)

Matematicienii au rezolvat aceastad ecuatie diferentiala pentru curentul i si au
obtinut solutia data de ecuatia (3.2), reprezentata grafic in Fig. 3.2:

U -

i=—(-e")=1,0-¢e7) (3.2)
R

unde:

U - . e
— =1, este valoarea maximé a curentului care va fi atinsa in circuitul R-L, [A];

e=2.7182818..., este baza logaritmilor naturali (sau numarul lui Euler);

t = timpul scurs de la punerea comutatorului pe pozitia a, [s];

T :%= constanta de timp a circuitului; acest raport are dimensiune de timp si

este masurat in secunde [s], daca L e méasurat in henry si R in ohm.
Exemplu: L=50 mH, R=1 kQ, rezulta:

-3
po L S0M0TH 505 2 0.00005 [s]
R 1000Q
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Fig. 3.2 Curba curentului intr-un circuit R-L la conectarea la tensiune

| S

x| S

Ecuatia (3.2) este o ecuatie exponentiala, a carei curba este aratata in Fig. 3.2.
Cresterea curentului este mai rapida la inceput si apoi mai mica, astefel ca la
t = cresterea devine zero. Teoretic curentul atinge valoarea sa maxima /7,

Fig. 3.3

Up; Up
U=u,+u,
U_ ____________________
Up
Uy
0 S
,’ ue :_uL
'l
U
Fig. 3.4
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infinit. Practic, curentul atinge valoarea sa maxima dupa un timp foarte scurt,

egal cu 5 constante de timp (57 ), pentru cd e~ =0.0067 = 0.
Ecuatia (3.2) se poate scrie si astfel:

i=1,—-1e° (3.3)

Acum se vad cele doud componente ale curentului i, una permanentd de

t

~ . u . i o o —
valoare constanta i,=1, :E si alta variabild in timp, tranzitorie, i, =—-/,e *

tr

care curge in sens invers componentei permanente, dar care descreste in timp,
vezi figura 3.3.

Suma celor doua componente i, si i, dau valoarea curentului i care curge prin
circuit. In Fig. 3.3 se vede ca daci se aquné valorile din fiecare moment ale celor
doua curbe i, si i, se obtine curba i. In Fig. 3.4 se vede ca in momentul =0
tensiunea electromotoare autoindusé in bobind u, este egald dar opusd cu
tensiunea U a bateriei. Caderea de tensiune pe bobina este notata cu u, .

4. Deconectarea unui circuit R-L de la o tensiune continua
Ne referim din nou la circuitul din figura 3.1. Dupa ce curentul in circuit s-a stabilit

I U ~ "
la valoarea maxima I/, :E’ se comuta brusc comutatorul S de pe pozitia a pe

pozitia b. Consideram acest moment ca fiind momentul ¢ =0. Se va constata ca
desi bateria cu tensiunea U a fost deconectatd din circuit, totusi in circuit
continué sa curgéa un curent, in acelasi sens, care la momentul ¢t =0 este chiar

U L . aa .
1 ZE’ dar care descreste in timp. Acest curent continua sa curga in circuit prin

m

arcul electric care se formeaza intre polii comutatorului S. Care este fenomenul
care mentine curentul in circuit? Pana la momentul 1 =0 curentul fiind constant si

- L .. Al
variatia lui in timp era zero, adicaA —*=0. La momentul =0

egal cu I
g At

m?

) - s LY N .~
curentul are tendinta sa scada, deci A—¢O. Ca urmare in bobind se va
t

. . Al . .
autoinduce o tensiune electromotoare ¢ = _LK’ cu polaritatea + la terminalul 2
t

al bobinei si — (minus) la terminalul 1 (polaritatile aratate pe fig. 3.1 in paranteze).
Aceasta tensiune autoindusd va incerca sa mentina curentul in circuit, dar va
descreste in timp. Dupa un anumit timp, teoretic infinit, dar practic dupa ¢ =57,
curentul in circuit va scadea la zero.

Ecuatia curentului din circuit o vom deduce din ecuatia (3.1) in care se va pune
conditia U=0. Rezulta:
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0=ir+12 (4.1)
At

Matematicienii au rezolvat aceasta ecuatie in raport cu i si au obtinut solutia
data de ecuatia (4.2), reprezentata grafic in Fig. 4.1:

i=—e"=1le" (4.2)
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% din curentul maxim Im
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t=57

Fig. 4.1 Descresterea curentului intr-un circuit R-L, la deconectarea de la
tensiune

Pentru t =7 =% din ecuatia (4.2) se obtine:

I I
j=—m=——m _—037] (4.3)
e 271828

Descrestera curentului in circuitul din Fig. 3.1, descrisa de ecuatia (4.2), este
aratat in Fig. 4.1.

Din cele doud cazuri prezentate in Fig. 3.1, cat si din curbele prezentate in
figurile 3.2, 3.3, 3.4 si 4.1 se trage urmatoarea concluzie:

La momentul conectarii la sursa a unui circuit care contine o bobina, =0,
curentul prin circuit este zero, in timp ce tensiunea la bornele bobinei este
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maxima. Dupa un timp, teoretic infinit, dar practic dupa 5 constante de timp
curentul atinge valoarea sa maxima, /, , iar tensiunea autoindusa in bobina

devine zero.

Aceasta este proprietatea fundamentala a bobinei. O bobina cu inductanta
L se opune variatiei curentului care o strabate. Curentul dintr-un circuit
care contine o bobina ramane in urma tensiunii de la bornele bobinei.

5. Conectarea unui circuit R-C la o tensiune continu3;

incarcarea condensatorului
Se considera circuitul din Fig. 5.1:

a M1 c
—0 S IC R t]n+ II - 2
—© mA I 1 O
+

Fig. 5.1. Circuit R-C conectat la o tensiune continua

Se presupune ca initial condensatorul este descéarcat. La momentul r=0 se
pune comutatorul S pe pozitia a. In acest fel circuitul R-C se conecteaza la
bateria cu tensiunea U. Chiar in momentul ¢ =0 miliampermetrul M1 din circuit
ne aratd o valoare maxima a curentului prin circuit, care dupa un timp scade la
zero. In timpul incarcarii condensatorului (S pe pozitia a), tensiunea U a bateriei
este egaléd cu suma tensiunilor de pe rezistenta si de pe condensator:

U=uy+u,=i.R+u, (5.1)

Curentul de incarcare al condensatorului este dat de variatia sarcinii Aq de pe
armaturile condensatorului in unitatea de timp, adica:

A(C- A
i =B84 _ACu) _ o Au (5.2)
A At At

inlocuind expresia lui i, din ecuatia (5.2) in ecuatia (5.1) se obtine:

Au,
At

U=CR

+u, (5.3)
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Solutia ecuatiei (5.3) in raport cu u_ este datd de ecuatia (5.4) si reprezentata
grafic in Fig. 5.2:

t

u,=U(-e ") (5.4)
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T=RC

t=57

T=RC

t=57

Fig. 5.2. Curbele curentului si tensiunii la incarcare a unui condensator

unde:
u, = tensiunea la orice moment pe condensatorul C, [V];

U= tensiunea sursei care se va regasi dupa un timp pe condensatorul C, [V]
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t = timpul scurs de la momentul conectarii circuitului la baterie, [s];
e=2.7182818..., este baza logaritmilor naturali (sau numarul lui Euler);

7 = RC = constanta de timp a circuitului; produsl RC are dimensiune de timp si
este masurat in secunde [s], daca R este masuratd in Q si C in farad [F].

Exemplu: R=1000 kQ, C=50 uF . r = RC =1000000Q-50-10~° F =50 [s].

Curentul de incarcare este dat de ecuatia (5.5) si reprezentat in Fig. 5.2:

i =l e =—e" (5.5)

Ecuatiile (5.4) si (5.5), care descriu curbele de incéarcare ale condensatorului,
sunt reprezentate grafic in Fig. 5.2.

Atat din curbele prezentate in Fig.5.2, cat si din ecuatiile (5.4) si (5.5) se vede ca:

in momentul conectdrii unui circuit, care contine un condensator, la
tensiunea U a sursei, ¢ =0, curentul prin circuit este maxim, /,, si dupa un

timp, teoretic infinit, dar practic dupa 5 constante de timp, scade la

. Co U &
valoarea zero. Valoarea maxima a curentului din circuit este 7 =% In

momentul conectarii, =0, tensiunea de la bornele condensatorului este
zero, iar dupa un timp, teoretic infinit, dar practic dupa 5 constante de timp,
creste la valoarea maxima, u, . =U . Dupa ce condensatorul s-a incarcat,

curentul prin circuit inceteaza sa mai curga, scade la zero.

Aceasta este proprietatea fundamentala a condensatorului electric. Un
condensator electric se opune variatiei tensiunii la bornele sale prin
curentul pe care il absoarbe de la sursa. Curentul intr-un circuit cu un
condensator atinge valoarea maxima “inaintea” tensiunii de la bornele
condensatorului, sau altfel spus, tensiunea de la bornele condensatorului
ramane in urma curentului din circuitul in care este conectat.

6. Deconectarea unui circuit R-C de la o tensiune continu3;

descarcarea condensatorului

Dupa un timp in care condensatorul din Fig. 5.1 se considerd incarcat, se
comutd brusc comutatorul S de pe pozitia a pe pozitia b. Se vede ca singura
sursa din circuit este chiar condensatorul C, care in momentul 1 =0 (comutarea
de pe pozitia a pe pozitia b) are chiar valoarea U a sursei. Anterior momentului
t =0, curentul prin circuit era zero, condensatorul era incarcat. La momentul
t =0 condensatorul va incepe sa se descarce, adica prin circuit va incepe sa
curgd un curent i, , dar sensul acestui curent este invers ca la incércare, de
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aceea in Fig. 6.1 curentul a fost reprezentat sub axa Otr. La momentul 1 =0
tensiunea pe condensator u_, este maxima, egalé cu tensiunea U a bateriei, dar
pe masura ce condensatorul se descarca aceasta tensiune va scadea pana la

zero. Ecuatiile (6.1) si (6.2), de descarcare ale condensatorului sunt reprezentate
in Fig. 6.1.
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Fig. 6.1 Curbele tensiunii si curentului la descarcarea unui condensator

t

u,=Ue " (6.1)
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t

i =—1 er (6.2)

7. Definitia radianului, viteza unghiulara

Se considera un cerc de raza r. Se aleg doua puncte A si B astfel incat lungimea
arcului de cerc AB (arcul mic) sa fie egala cu raza cercului r. in aceasta situatie
marimea unghiului la centru AOB, notat cu «, se spune ca este de un radian,
care se prescurteaza rad, vezi Fig. 7.1

Fig. 7.1 Definitia radianului
Cati radiani are tot unghiul de 360° din jurul punctului O? Se stie ca lungimea
cercului este 2z r (unde 7 =3.1415...). Pentru aflarea raspunsului se va imparti
lungimea cercului la raza r si se obtine:

Un unghi de 360° = (2 zr/r)=27 rad.

Viteza liniard medie se defineste ca spatiul parcurs in unitatea de timp, deci
formula vitezei medii este:

s = vt (7.1)
unde:

v= viteza medie, [m/s];

s= spatilul parcurs in intervalul de timp ¢, [m];

¢t = intervalul de timp in care s-a parcurs spatiul s, [s]

In acelasi mod se defineste si viteza unghiulard medie. Se considera ca in Fig.
7.1 raza OB a fost initial peste raza 04, si de la un moment, notat cu =0,
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aceasta raza incepe sa se miste in sens invers acelor de ceasornic, sau sens
trigonometric, (sensul aratat de sageata) cu o anumitd viteza unghiulara o,
descriid unghiul la centru AOB notat cu « . Similar cu relatia (7.1) rezultd ca

unghiul la centru « descris (parcurs) de raza rotitoarea OB in unitatea de timp
este:

a = wt (7.2)
unde:

o = viteza unghiulard medie, [rad/s];
a = unghiul parcurs de raza rotitoare in intervalul de timp ¢, [rad], sau [grade]
¢t = intervalul de timp in care s-a parcurs unghiul «, [s].

Se noteaza cu T intervalul de timp in care raza rotitoarea OB a parcurs un unghi
la centru de 360° sau de 2r radiani. Acest interval de timp se numeste
perioada.

In momentu in care timpul ¢ din relatia (7.2) devine egal cu T, adica cu perioada,
atunci si unghiul « devine egal cu 2z radiani. Se poate scrie:

27 = wT sau a)zz—ﬁleﬂ (7.3)
T T
Se noteaza:
r=t (7.4)
7 )
unde:

f = frecventa, [1/s];
T =durata unei perioade in care se face o rotatie completa, [s]

Deci frecventa are dimensiunea 1/s, care se mai nhumeste hertz [Hz]. Se poate
scrie:

2 1
=" = =2 22
@ T T (22)

In cazul figurii 7.1, frecventa este de fapt numarul de rotatii complete pe care le
face raza OB intr-o secunda. Pentru o frecventad de 50 Hz inseamna ca raza
rotitoare OB face 50 rotatii intr-o secunda, sau 3000 rotatii intr-un minut.
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8. Functiile sinus si cosinus
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Fig. 8.1 Liniile sinusului si cosinusului
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In Fig. 8.1 sunt reprezentate doud axe de coordonate X-O-X si Y’-O-Y,
perpendiculare una pe cealaltd si care se intersecteazd in O. Din Fig. 8.1a se
vede ca aceste axe impart planul in patru cadrane, notate cu |, I, lll si IV. Cu
centrul in O s-a desenat un cerc cu raza 0OA, care este egala cu unitatea,

0OA =1. Unghiul XOA s-a notat cu « . S-a mai construit un triunghi dreptunghic
OAB. Se pune problema sa se afle cat reprezinta cele doua catete din ipotenuza,
cand unghiul « creste de la zero la 360° (sau de la zero la 2z radiani)? Pentru
aceasta s-au introdus doua notiuni: sina si cosa, care se citesc sin de « (sau
sinus de « ) si cos de a (sau cosinus de «).

In triunghiul AOB sina este egal cu cateta opusd unghiului o supra
(impartita la) ipotenuza. Cateta opusa unghiului o este 4B, iar ipotenuza este
OA, care este egala cu unitatea, 04 =1. Conform definitiei se poate scrie:

AB —

=22 _ 4B (8.1)

sing = —
1

N

Segmentul AB se mai numeste si linia sinusului.
S& urmarim cum creste si cum scade linia sinusului (segmentul E), cand
unghiul « creste de la zero la 360° (sau de la zero la 2 radiani).

Se vede ca atunci cand a =0, segmentul AB =0. Deci sin0 = % =0.

in Fig. 8.1a, b, ¢ se vede cu usurintd cd 4B < 04 =1

in cazul in care unghiul a creste, segmentul AB creste si pentru « =90° (sau

a=% rad) segmentul AB se suprapune peste semiaxa O-Y, devine egal cu

segmentul 04 sise poate scrie:

sin90° :O—jz 1, sau daca unghiul a este masurat in radiani, sin% :%= 1.

Daca unghiul o creste in continuare de la 90° (% rad) pana la 180° ( rad), cu

toate ca el ramane in exteriorul triunghiului AOB, linia sinusului, care este tot

segmentul 4B, va incepe sa scada din nou, dar va ramane deasupra axei X’ —O
—X , adica va ramane pozitiv.

Cand a =180° (a =z rad), segmentul AB devine din nou zero si se poate scrie:
sin180° =A—_B:9:0, sau sinz =0.
o4 1
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Daca unghiul o continud s& creasca, segmentul 4B va creste ca marime, va fi
mai mic ca 1, dar va fi negativ, pentru ca va fi sub axa X' -O —X. Fig. 8.1g, h, i.

Cand a =270° (sau « :377[ rad) segmentul AB se suprapune peste semiaxa O-

Y’, devine egal cu segmentul 04, dar pentru ca este negativ (adica sub axa X’ —

O —X) va avea valoarea -1. Deci sin270° = _Tl =-1 (sau sin%[ =-1).

Dacd unghiul a creste in continuare peste 270°, segmentul 4B va descreste in
valoare absoluta, adica va fi mai mic ca 1, dar va raméane negativ (sub axa X’ -O

—X). Cand «a =360°, (a =2x), segmentul AB devine din nou egal cu zero si

sin360° =%: 0 (sau sin27z =0).

Daca s-ar face masuratori ale segmentului AB pentru cat mai multe valori ale
unghiului o, de la 0° la 360° (sau in radiani, de la 0 la 2 ), iar lungimea cercului
din Fig. 8.1 s-ar desfasura si s-ar aseza pe o dreapta, se va obtine un grafic ca
cel din figura 8.2a, dacé o este masurat in grade, sau Fig. 8.2b, daca unghiul «
este masurat in radiani. Unind varfurile acestor segmente se va obtine curba
functiei sina , Fig. 8.2c, d.

Daca unghiul « va deveni mai mare ca 360° (27 ), valorile segmentuluiﬁ, deci
ale functiei sina se vor repeta.

Revenim la Fig.8.1a.

in triunghiul AOB cosa este egal cu cateta alaturatd unghiului o supra
(impartita la) ipotenuza. Cateta alaturatd unghiului « este OB, iar ipotenuza
este 04, care este egala cu unitatea, 04 =1. Conform definitiei se poate scrie:

- OB (8.2)

Segmentul OB se mai numeste si linia cosinusului.

S& urméarim cum creste si cum scade linia cosinusului (segmentul OB), cand
unghiul « creste de la zero la 360° (sau de la zero la 27 radiani).

Se vede ca atunci cand a =0 segmentul OB =04=1. Deci cos0 = % =1.

Cand unghiul o va creste de la 0 si se va apropia de 90° segmentul OBva
scadea de la valoarea sa maxima 1 si se va apropia de zero.
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sina sina
+1{------ . +1|------ .
m\\ HM' Ul HM' )
0 | I o = | I
90° 4
180° T
R kLR EE e e e e e . —1|- YA
270° 4
360° 27
. a . b
SiIna ) SiIna )
+1|-=-->~ +1|--->~
a a
0 0 z
90° 4
180° T
R EREEEEEEEEEEEE —1|- Pyt
270° 4
360° 27
C) d)
Fig. 8.2 Functia sinus (sina )
3 OB 0
Pentru a =90°, rezultd cosa ==—=—=0.
o4 1

Daca unghiul a va creste peste 90° (cadranul Il), segmentul OB va creste din
nou ca marime, dar pentru ca se va situa in stanga punctului O de pe axa X'-O-

X, se va considera negativ. Pentru « =180° («a =) se observa ca din nou OB
devine egal cu unitatea, dar fiind amplasat la stdnga punctului O de pe axa X-O-

X, se considera negativ. Deci pentru « =180° (a=7) cosa = _Tl =—1.
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Daca unghiul « va creste de la 180° si se va apropia de 270° (cadranul Ill),
atunci segmentul OB va descreste ca mérime (ca valoare absolutd), dar va

ramane negativ. Pentru « =270° segmentul OB devine zero. Deci cos270° =0.
Daca unghiul « va creste peste 270° (cadranul 1V) si se va apropia de 360°,

segmentul OB va deveni pozitiv (amplasat la dreapta punctului O pe axa X’-O-
X), va creste din nou de la zero spre valoarea maximé 1, care are loc pentru

a =360°. Deci cos360° = % =1.

Cosa cosa
+ 1 ey o ittty
H\Hl nHH H\h nHH
0 | ‘ a ol 7z ]I ‘ ‘ | a
. z
90 4
180° pa
e EE e S R
270° 4
360° 2z
cosa a) cosa b)
+ - B -
0 o 0 Vg «
90° 4
180° P
R e REREEEEE e ST
270° 4
360° 27
C) d)

Fig. 8.3 Functia cosinus (cosa )

Daca s-ar face masuratori ale segmentului OB pentru cat mai multe valori ale
unghiului «, de la 0° la 360° (sau in radiani, de la 0 la 27 ), iar lungimea cercului
din Fig. 8.1 s-ar desfasura si s-ar aseza pe o dreapta, se va obtine un grafic ca
cel din figura 8.3a, daca « este masurat in grade, sau Fig. 8.3b, daca unghiul «
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este masurat in radiani. Unind varfurile acestor segmente se va obtine curba
functiei cosa, Fig. 8.3c, d. Cateva valori ale functiilor sinus si cosinus sunt date

in tabelul 8.1.
Tabelul 8.1
0° 0 0
90 270
0 Cadran - Cadran | 180°| Cadran A Cadran | 360°
ra I — Il Vs 11| — \Y 2
d 4 4
sina sina <1 sina <1 sina <0 sina <0
0 ) 1 . 0 i -1 i 0
sina >0 sina >0 sina > -1 sina > -1
cosa cosa <1 cosa <0 cosa <0 cosa <1
1 0 -1 0 1
cosa >0 cosa > -1 cosa > —1 cosa > —1
sing , cosa
+1
0
—1

Fig.8.4 Curbele functiilor sinus si cosinus intr-un singur grafic

Din Fig. 8.4 se vede ca functia cosa este decalata cu % “Inainte” fatd de functia

sina si se poate scrie:

cosa = sin(a +%) sau cosa =sin(a +90°) (8.3)

. . . ~ ~ A . T . .
Functia cosa este tot o functie sin« , doar ca este decalata Tnainte cu Z radiani,

sau cu 90°nainte fata de functia sin« .
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Cu studiul functiilor sine si cosa, cat si a altor functii se ocupa o sectiune a
matematicii numitd “TRIGONOMETRIE”. De aceea, functiile sina si cosa se
numesc functii trigonemetrice. Mai sunt si alte functii trigopnometrice, dintre care
se aminteste numai functia tangenta de alfa:

S«

tana = (8.4)

cosa

In zilele noastre, orice calculator de buzunar mai “evoluat” ne poate calcula
functiile trigonometrice sina , cosa, tana , cat si alte functii trigonometrice.

9. Forta magnetica exercitata asupra unei sarcini electrice in

miscare
Asupra particulelor materiale care posedéa o sarcina electricad ¢ si care se misca

Cu o viteza ;, perpendicular pe liniile de fortd ale unui cdmp magnetic, avand
densitatea de flux magnetic B = uH , actioneaza o forta magnetica F . care este

perpendiculara atat pe viteza 17, cat si pe densitatea de flux magnetic E, vezi
Fig. 9.1.

—
Fm

- -

=]

—
F}’ﬂ

Fig. 9.1. Forta magnetica care actioneaza asupra particulelor materiale incércate
cu sarcina electrica, aflate in miscare.

In Fig. 9.1 se presupune ca sarcinile se misca orizontal intr-un cdmp magnetic,
ale carui linii de fortd pornesc de la cel care priveste figura si intrd perpendicular
in planul hartiei (sau al ecranului calculatorului). Acest lucru este simbolizat de

un cerculet cu un semn “x” in interior, ca si cum ar fi “urma” unei sageti eliberate
dintr-un arc, dinspre cititor spre planul hartiei (sau al ecranului calculatorului). Se
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vede ca daca sarcina este pozitiva, sensul fortei magnetice este orientata in sus,
pe o directie verticald, iar daca sarcina este negativa, atunci forta magnetica este
tot pe directie verticala, dar orientata in jos. Sarcinile negative sau pozitive, dupa
ce au fost deviate cu unghiul 6 fatd de directia initiala si au iesit din campul

-

magnetic, se vor misca in continuare cu aceeasi viteza v, dar dupa traiectoria
aratata in figura 9.1.

O metoda pentru determinarea orientarii fortei magnetice este aratata in Fig.9.2.

Fig.9.2. Metoda pentru determinarea directiei si sensului fortei magnetice

Mai intai se deseneaza vectorul vitezd v, asa cum este el orientat in spatiu. La

varful vectorului vitezd v se “plaseazad” vectorul densitatii de flux magnetic B,
orientat la 90° fatd de vectorul viteza, exact asa cum este el orientat in spatiu.
Dupéa desenarea celor doi vectori, se incepe o “excursie” in lungul lor, de la

capatul de inceput al vectorului vitezd v si terminand cu capéatul de sfarsit al

vectorului densitatii de flux magnetic B. In acest fel s-a stabilit un sens de
parcurs, aratat de curbele cu sageatd din Fig.9.2. in cazul unei particule
incarcate cu o sarcina electrica pozitiva, orientarea fortei magnetice este data de
regula burghiului drept. Se roteste un burghiu cu “filet” dreapta in sensul aratat
de curba cu sageata la capéat. Directia si sensul de deplasare al burghiului ne da
exact directia si sensul fortei magnetice. Pentru particule incarcate cu sarcina
electrica negativa, directia fortei magnetice este aceeasi ca in cazul unei sarcini
pozitive, dar sensu fortei magnetice este invers fatd de sensul de inaintare al
burghiului cu “filet” dreapta. Aceastd regulda, de stabilire a orientarii fortei
magnetice, se numeste “regula burgiului drept”. Din Fig. 9.2, se vede ca forta
magnetica, in cele doua cazuri, este perpendiculara atat pe vectorul viteza, cét si
pe vectorul densitatii de flux magnetic.

In Fig. 9.1 este daté relatia dintre densitatea de flux magnetic B si intensitatea
campului magnetic H :

B=uH (9.1)

unde:
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B = densitatea de flux magnetic, weber pe metru patrat, [Wb/m?];
u =permeabilitatea magneticad absolutd a mediului in care se misca particula,

henry pe metru, [H/m];
H =intensitatea campului magnetic, amperi pe metru, [A/m];

Méarimea fortei magnetice este data de relatia (9.2):
F, =qvB =qv(uH) = pgvH (9.2)
unde:

F_=marimea (valoarea absoluta) fortei magnetice, newton, [N];
g = sarcina electrica a perticulei, pozitiva sau negativa, coulomb pe metru, [C/m];
v = marimea (valoarea absoluta) vitezei particulei, [m/s];

10. Tensiunea electromotoare indusa intr-un conductor care
se misca perpendicluar pe linile de fortd ale unui camp
magnetic

Fig. 10.1 Un conductor care se misca perpendicular le liniile de fortd magnetice

In Fig. 10.1 este reprezentat conductorul P-Q care se miscd cu viteza v

perpendicular pe liniile fluxului magnetic cu densitatea B. Electronii liberi din
conductorul P-Q sunt uniform distribuiti pe toatd lungimea conductorului. Asupra

fiecarui electron liber va actiona o fortd magnetica F., a céarei orientare este
datéd de regula burghiului drept, descrisa la paragraful 9. Conform acestei regului,
orientarea fortelor magnetice este in lungul conductorului, de la P la Q. in acest
fel, capatul P al conductorului va raméane cu un deficit de electroni, in timp ce la
capatul Q se vor acumula electroni, obtinandu-se astfel o diferentad de potential
intre capetele conductorului P-Q. Ori de cate ori un conductor se misca intr-
un camp magnetic, taind perpendicular liniile de fortd magnetice, in
conductor se induce o tensiune electromotoare. Aceasta este a doua
formulare a legii inductiei electromagnetice, descoperitd de Faraday. Daca
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conductorul se misca paralel cu liniile de fortd magnetice, atunci in conductor nu
se induce nici-o tensiune. Daca conductorul taie liniile magnetice dupé o directie
oblica fata de liniile fluxului magnetic, tensiunea indusa va fi mai mica decéat in
cazul in care taie perpendicular liniile de flux magnetic.

11. Producerea tensiunii electrice alternative

[ PR

Fig. 11.1 Cel mai simplu generator de tensiune electrica alternativa

In Fig. 11.1 este reprezentat un cadru dreptunghiular confectionat dintr-un
conductor metalic, care se roteste in jurul axei cu o vitezad unghiulara medie .
Extremitatile cadrului sunt conectate la doua inele metalice care se rotesc
simultan cu cadrul si care sunt in contact permanent cu periile colectoare P4 si
P,. Intre periile colectoare este conectat un rezistor cu rezistenta R. Pozitia din
figura este pozitia de repaus, pozitie din care incepe sa se invarteasca cadrul in
sensul aratat de sageata. Chiar la Tinceputul rotirii cadrului, cele doua
conductoare AB si CD, care compun cadrul, se misca aproape paralel cu liniile
de fortd magnetice, tensiunile induse in ele fiind mici, dar opuse ca polaritate. Pe
masura ce unghiul a =t se apropie de 90°, tensiunile induse in cele doua

conductoare vor creste, atingand valoarea maxima cand o =90°, moment in
care conductorul AB va fi exact in fata polului nord si condcutorul CD in fata
polului sud. Polaritatile diferite ale tensiunilor induse se datoresc faptului ca
vitezele liniare cu care se misca cele doua conductoare AB si CD sunt egale ca
marime, dar sunt orientate in sensuri opuse, conductorul AB se misca in jos, iar
conductorul CD se misca in sus. Daca unghiul « = ot creste peste 90°, tensiunile
induse in cele doua conductoare vor incepe sa scada, dar isi vor mentine

polaritatile. Cand « =180°tensiunea indusa in cele doué conductoare va fi din
nou zero. La a =180° pozitia celor doud conductoare va fi inversa celei aratate
in Fig. 11.1, adicd conductorul AB va fi jos si CD va fi sus. Dacd se continud
rotirea cadrului, adicd unghiul o >180°, conductorul CD va intra sub actiunea
polului nord, miscandu-se in jos, iar condcutorul AB va intra sub actiunea polului
sud si se va misca in sus. Tensiunile induse in cele doua conductoare vor incepe
din nou sa creasca, dar vor avea polaritati diferite ca in cazul in care unghiul « a
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fost cuprins intre 0° si 180°. Cand « =270° tensiunile induse in conductoare vor
fi din nou maxime, polaritatile fiind inversate ca in cazul a =90°. Continuand
rotatia, cadrul se va apropia de pozitia initiala aratatd in Fg. 11.1 si pentru
a =360 tensiunile induse in cele doud conductoare vor deveni din nou zero.
Reprezentarea grafica a tensiunii dintre cele doua perii colectoare in functie de
unghiul « =@t este aratatd in Fig. 11.2. Unghiul « =@t se numeste unghi de
faza.

+F

ot [rad]

2r

Fig. 11.2 Forma tensiunii electromotoare indusa in cadrul ABCD

Forma tensiunii induse in cadrul ABCD este aratatad in Fig. 11.2. Aceasta este o
forma sinusoidala. Tensiunile electromotoere se noteaza de obicei cu litera e si
se scriu ca in ecuatia (11.1):

e=E__ -sinwt (11.1)

max

unde:

e =valoarea momentana (instantanee) a tensiunii, [V];

E_. =valoarea maxima a tensiunii, sau amplitudinea tensiunii, [V],
o =27 =pulsatia tensiunii, [rad/s];

f =frecventa tensiunii, [1/s] sau [HZ];

¢t =timpul scurs de la momentul in care se face studiul tensiunii, [s].

In cazul in care tensiunea alternativa este produsa ca in Fig. 1.1, « este de
fapt viteza unghiulard medie cu care se roteste cadrul ABCD. Radioamatorii
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produc tensiuni alternative cu diverse oscilatoare. In aceasta situatie nu este nici-
0 piesa in miscare si este mai nimerit ca @ sa fie numita pulsatia tensiunii, dar
se masoara tot in rad/s.

In ecuatia (11.1) valoarea functiei sinwr este cuprinsd intre -1 si +1, vezi
paragraful 8. Rezultd cé valorile tensiunii alternative vor fi cuprinse intre —E___ si

+ E_. ,asacum se vede in Fig.11.2.

max ?

in general, valoarea momentan tensiunii electromotoare a unui generator se
noteaza cu litera e, care este de fapt tensiunea la bornele generatorului cand
generatorul este in gol, adicd nu are nici-o sarcind legatd la borne. Pentru
mentionarea tensiunii momentane de la bornele unui generator, in situatia in
care generatorul este in sarcina, se utilizeaza litera u .

-_—— t

1s

Fig. 11.3 Grafic pentru definitia frecventei

Din Fig. 11.3 se poate vedea ca frecventa este numarul de cicluri (oscilatii)
complete care au loc intr-un interval de o secunda. Frecventa se méasoara in
[1/s], unitate de masura numita hertz, [Hz].

In Fig. 11.4 este aratatd tensiunea alternativd sinusoidald de la bornele unui
generator, u=U, -sinwt, unde U, este valoarea maximd sau amplitudinea
tensiunii alternative u. Se vede ca aceasta tensiune are la anumite momente
valoarea zero, la alte momente tensiunea este maxima pozitiva, la alte momente
este maxima negativa, iar la alte momente este intre valorile —U, si +U, . Care
este valoarea pe care o indicd un voltmetru care este conectat la bornele
generatorului? Dacd nu s-ar lua anumite méasuri constructive atunci, acul
(indicatorul) unui voltmetru analogic care are indicatia de zero volt la mijlocul
scalei, ar oscila intre —U, si +U, trecand si prin valoarea zero. Totusi noi stim
ca tensiunea de la prizele din locuintele noastre este de 220 V. Care este
aceasta valoare?
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Ca sa se raspunda la aceastd intrebare se considerd un resou care are
rezistenta electricA R si care este alimentat pe rand, odatd cu o tensiune
alternativa u =U,, -sinat si altd daté cu o tensiune continua U . Intervalul de timp

in care se alimenteaza resoul de la tensiunea alternativa este este egal cu
intervalul de timp in care resoul se alimenteaza de la tensiunea continua si il
notdm cu 7. Se pune problema aflarii acelei valori a tensiunii continue U care
aplicatéa la bornele resoului, acesta sa produca aceeasi cantitate de caldura Q ca

si in cazul in care ar fi aplicatad tensiunea alternativd « =U,, -sinwt, in acelasi

interval de timp 7. Se doreste deci s& se gaseascd o valoare a unei tensiuni
continue care sa echivaleze din punct de vedere termic tensiunea alternativa.
Valoarea tensiunii continue care aplicata unui rezistor R, pentru un interval
de timp ¢, ar produce aceeasi cantitate de caldura O ca si in cazul in care

rezistorului i s-ar aplica o tensiune alternativa, de forma u=U, -sinaor,

pentru acelasi interval de timp 7, se numeste valoarea efectiva a tensiunii
alternative. In cazul tensiunilor sinusoidale alternative valoarea tensiunii efective
se noteaza cu litera U si este data de relatia (11.2):

U
U=—"+~ 11.2
5 (11.2)
unde U, este valoarea maximéa sau amplitudinea tensiunii alternative.
u
u=U, sinowt U
U, -L_— U=—2
N P
| <
: 3z
| z 3
i | wt
0 yin T I
— I
2 |
I
|
U, | ____
wt = unghiul de faza

Fig. 11.4. Definitia valorii efective a unei tensiuni alternative
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In Fig. 11.4 este aratatad tensiunea alternativd u=U, -sinot cat si valoarea

efectiva a sa, U . Tensiunea de la prizele din locuintele noastre se poate scrie ca:
u=311-sin(2x3.14x50x¢). Voltmetrele pentru masurarea tensiunilor alternative,
ca si ampermetrele pentru masurarea curentilor alternativi, sunt construite astfel
incat sa indice (arate) valoarile efective ale tensiunilor alternative, sau ale
curentilor alternativi. Daca valoarea efectiva a tensiunii de la prizele din locuintele
noastre este 220 V, atunci valoarea maximd a aceleasi tensiuni etse

220-+/2 =311 V (+311 V sau -311 V).

12. Rezistenta electrica in curent alternativ
12.1 Circuit electric format dintr-o rezistenta pur ohmica conectata la o
tensiune alternativa

u;i

u=U, sinwt
/—
I | i=1, sinot

U

a) Schema circ.  b) Forma tensiunii si a curentului c) diagrama fazoriala

Fig. 12.1 Rezistenta pura in circuit de curent alternativ

In Fig. 12.1a este aratata o rezistentd purd R conectata la o sursa de tensiune
alternativa cu valoarea efectiva U . Valoarea efectiva a curentului prin circuit este
I . O rezistentd ohmica pura este un rezistor care are numai rezistentd ohmica si
nu are inductanta sau capacitati parazite.

In Fig. 12.1b este aratata forma tensiunii alternative a sursei, u = U, -sin ot . Fie i
valoarea instantanee a curentului electric prin circuit. Evident ca tensiunea
aplicatd u trebuie sa invinga doar caderea de tensiune pe rezistenta R. Se poate
scrie:

u=R-i sau U, -sinwt=R-i, apoi:

izU—’”-sina)t (12.1.1)
R
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Din ecuatia (12.1.1) si din Fig. 12.1b se observa ca si curentul prin circuit este de
forma sinusoidala. Valoarea curentului este maxima atunci cand sinwr=1.
Rezulta:

[ =Y (12.1.2)

" R

Cu notatia din relatia (12.1.2) ecuatia (12.1.1) a curentului devine:
i=1,-sinot (12.1.3)

Comapréand ecuatia tensiunii, u =U,, -sinwt, cu ecuatia curentului i=1, -sinawt,

constatdm ca tensiunea si curentul sunt in faza, pentru ca au acelasi
argument ¢ al functiei sinus. Acest lucru a fost reprezentat grafic in Fig. 12.1b.
Se vede ca atunci cand tensiunea este zero si curentul este tot zero, atunci cand
tensiunea este maxima si pozitivd si curentul este maxim si pozitiv, cand
tensiunea este maxima negativa si curentul este maxim si negativ. Din acest
motiv se spune ca tensiunea si curentul sunt in faza.

In Fig.12.1¢c a fost reprezentata “diagrama fazoriald” a tensiunilor si curentilor din
circuitul aratat in Fig. 12.1a, pentru momentul 7 =0. De fapt au fost reprezentati
doi vectori, unul care reprezintd tensiunea maxima U, si altul care reprezinta

valoarea maximé a curentului /,, vectori care se rotesc in jurul punctului O cu

aceeasi viteza unghiulard constanta «. Pentru faptul ca acesti vectori arata
unghiul de fazd dintre tensiune si curent, ei se numesc fazori. In Fig. 12.1c
unghiul de faza dintre U, si [, este zero, pentru acest lucru spunem ca

tensiunea si curentul din circuitul analizat sunt in faza.

Pentru aflarea valorilor momentane ale tensiunii si curentului din circuitul aratat
in Fig. 12.1a se va face proiectia celor doi fazori din fig. 12.1c pe o axa verticala
care trece prin punctul O. Lungimile proiectiilor respective, la sacara de
reprezentare aleasa, vor fi valorile momentane (instantanee) ale tensiunii si
curentului.

Fig. 12.2. Conventia pentru tensiuni si curenti pozitivi
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Pentru desenarea fazorilor, cat si pentru trasarea curbelor tensiunii si curentului
din Fig. 12.1b, ¢ s-au ales scéri de reprezentare atat pentru tensiune céat si
pentru curent. De exemplu, pentru a reprezenta 100 V se foloseste un segment
de 1 cm, iar pentru a reprezenta un curent de 1 ampere se foloseste un segment
de 0.5 cm.

Am vorbit de tensiune pozitiva si negativa, si de curent pozitiv si negativ. Acest
lucru este rezultatul unei conventii, vezi Fig.12.2. Atata timp cat borna 1 a
generatorului din Fig. 12.2 este pozitiva si borna 2 este negativa, spunem ca
tensiunea generatorului este pozitiva si in aceata situatie curentul prin circuit se
consider3 tot pozitiv, Fig. 12.2a. In cazul in care borna 2 este pozitiva si borna 1
negativa, se considerad ca tensiunea este negativa, iar curentul prin circuit este
invers ca in cazul precedent si se considera a fi negativ, Fig. 12.2b.

Valorile efective ale tensiunii si curentului din circuitul aratat in Fig. 12.1.1a sunt:

U ) 1
U=—2=2% Si [=—2% (12.1.4)
V2 V2
12.2 Puterea intr-un circuit rezistiv
u, i, p
)4
P
// \\.
7 \
./ PSRN \
I ,” AN
/ A\
// \\.\.
/4 \\.
/ \
W ; wt
O = @2 P . ¥
[N 1 7
v\ s
Z/l .\. N ////
— ~= .
\ ./‘/
2z (1) N
(o perioada)

Fig. 12.3. Puterea instantanee intr-un circuit rezistiv
Puterea consumata in circuitul din Fig. 12.1a este egala cu produsul dintre

valorile momentane (instantanee) ale tensiunii si curentului, se noteazd cu
litera mica p si este numitad puterea momentana sau putere instantanee.
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p=u-i=U, -sinwt-1, -sinwt=U,I sin’ ot

—U-1I-cos2wmt
P- ______
—U-I-cos2mt
ol
A B C D E wt
(0]
_P P T /G
P =UI
P=UI
P |
|
|
|
|
i
|
. LS ot
T ‘

Fig.12.4. Cele doud componente ale puterii momentane intr-un circuit rezistiv,

format dintr-o rezistenta alimentata de la o tensiune alternativa

In Fig. 12.3 sunt reprezentate cu linii punctate curbele tensiunii si curentului prin
circuitul rezistiv, reprezentat in Fig. 12.1a, si cu linie continuad curba p a puterii
momentane in acelasi circuit, pe durata unei perioade T . Se observa céa curba p
a puterii momentane este pozitiva pe toatd durata perioadei T', aceasta curba
este permanent deasupra axei orizontale O - wt. Pe prima juméatate de perioada,
cand tensiunea si curentul sunt pozitive, produsul lor este tot pozitiv. Pe a doua
jumatate de perioada, atat tensiunea cat si curenul sunt negative, dar produsl lor
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este tot pozitiv. Din acest motiv curba puterii momentane este pozitiva pe toata
durata T' unei perioade, aceasta curba nu coboara sub axa orizontala O - wr. Se
mai observad ca aceeasi curbd a puterii momentane p are o frecventd dubla

decat a curentului si tensiunii.

Prin definitie, puterea este energia consumata in unitatea de timp. Energia
consumata de rezistorul cu rezistenta R este transformata integral in
caldura. De aceea se spune ca, rezistorul se opune curgerii curentului, dar
in acelasi timp disipa energia. Rezistorul cu rezistenta R este un element
de circuit disipativ. Din Fig. 12.3 se observéa ca puterea consumata in rezistorul
cu rezistenta R nu este consumatd in mod constant, ci este consumata in mod
pulsatoriu, cu o frecventd dubla decat a tensiunii si curentului din circuit. De
aceea spunem ca puterea momentana consumata intr-un circuit rezistiv este
pulsatorie. Acest lucru se va vedea in continuare dupd cateva transformari
matematice ale ecuatiei (12.2.1).

1—cos2mt

In matematica se demonstreaza ca sin’ wr = — Ecuatia (12.2.1) devine:
- U, I
p=UI -2 "352“” =22 (1-cos 201) (12.2.2)

Tinand cont de expresiile valorilor efective ale curentului si tensiunii, prezentate
in ecuatiile (12.1.4) si de faptul ca 2 = J2 -2, ecuatia (12.2.2) devine:

u 1
— - (1—cos2wt) =Ul(1-cos2wt) = UI —UI cos 2wt (12.2.3)

SN

Analizdnd ecuatia (12.2.3) se vede c& puterea momentand are doud
componente, una constanta in timp, egala cu Ul , notatéd cu P, si alta variabila in
timp, egald cu —Ul cos2wt. Cele doud componente ale puterii momentane sunt
aratate in figura 12.4. Daca se aduna grafic curbele celor doud componente,
P=UI si —Ulcos2wt, prezentate in Fig. 12.4, se va obtine curba p a puterii

momentane aratata in Fig.12.3.

Din ecuatia (12.2.3) se vede ca frecventa puterii momentane este dubla decét a
tensiunii si curentului, pentru ca argumentul functiei cosinus este 2wt . Se poate
scrie: 2ot =2-(27)=2x-(2f), de unde se vede ca frecvente este 21 .

Daca in circuitul din Fig. 12.1a s-ar monta un watmetru pentru masurarea puterii
consumate in circuit, si daca nu s-ar lua anumite masuri constructive asupra
watmetrului, acel watmetru nu ar “sti” ce valoare a puterii sa indice, pentru ca
puterea consumata este pulsatorie. De aceea watmetrele sunt construite ca sa
arate puterea medie pe o perioada care se consuma in circuitul respectiv.
Deasemenea, cand se vorbeste in general despre puterea consumata intr-un
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circuit alimentat cu tensiune alternativa, se intelege ca este vorba de puterea
medie pe o perioada.

Pentru aflarea puterii medii pe o perioada, consumatd de circuitul rezistiv
analizat, vom folosi Fig. 12.4. Se vede ca valoarea medie pe o perioada a
componentei variabile in timp “—UIcos2wt” este zero. Intradevar, alternanta
pozitiva cuprinséa intre punctele A si B este anulatd de alternanta negativa dintre
punctele B si C, iar alternanta pozitiva dintre punctele C si D este anulata de
suma celor doua jumatati de alternate negative cuprinse intre punctele O si A, si
D si E. Rezulta ca valoarea medie pe durata perioadei T a componentei variabile
in timp “—Ul cos2wt” este nula. Analizand cealaltd componenta a puterii se vede
ca aceasta este constantad pe durata perioadei T, iar valoarea medie a ei este
egala cu ea insasi P =UI . Deci:

Puterea medie pe o perioada consumata intr-un circuit rezisitv, care este
numita si putere activa, este data de relatia:

P=UI (12.2.4)

wt

27 (T

(o perioada)

Fig.12.5. Puterea medie pe o perioada

unde:

P =puterea medie pe o perioadad consumata intr-un circuit rezistiv, [W];

U =valoarea efectiva a tensiunii alternative care alimenteaza circuitul, [V];
I =valoarea efectiva a curentului alternativ din circuitul rezistiv, [A].

Pentru circuitul din Fig.12.1a se mai poate scrie:

U=RI ; =2,
R
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Ecuatia (12.2.4) devine:

2

P:Ulz%szz (12.2.5)

In Fig. 12.5 este reprezentata curba p a puterii momentane si curba (dreapta) P
a puterii medii pe o perioada. Puterea medie consumata de circuitul rezistiv pe
durata unei perioade T este proportionald cu aria cuprinsa intre axa orizontala
O-owt si curba p a puteri momentane. Aceasta arie este egalda cu aria

dreptunghiului OAFG. intradevar, aria varfului de sinusoidad cuprinsad fintre
punctele B si C este egala cu aria partii de sinusoida cuprinsa intre punctele C si
D, iar aria varfului de sinusoida cuprinsd intre punctele D si E este egala cu
suma ariilor jumatatilor de sinusoida cuprinse intre punctele A si B si E si F.
Rezistorul cu rezistenta R va produce aceeasi cantitate de caldura Q pe durata

T a unei perioade, fie ca puterea consumata este pulsatorie, asa cum arata
curba p a puterii momentane, fie cad puterea consumata este constanta, asa
cum aratd dreapta P a puterii medii pe o perioada. Din Fig. 12.5 se observa ca
puterea momentand p oscileazd in jurul puterii medii pe o perioada, P.
Valoarea maximéa a puterii momentane este 2P, iar valoarea minimé este zero.

Exemplu de numericl: O tensiune sinusoidala cu valoarea maxima (amplitudinea)
141.42 V este aplicatd unui circuit rezistiv in care rezistenta este 50 Q. Sa se
afle puterea disipata in acel circuit.

Solutie: U, =141.42 V, U:141'42=141'42:1 V; I:gzﬂzzA
J2o 14142 R 50
2 2

P=UI=100-2=200 W; P:U_:100 :Mzzoow;

R 50 50
P=RI*=50-2* =200 W

13 Bobina in curent alternativ

13.1 Circuit electric format dintr-o inductanta pura conectata la o tensiune
alternativa

Printr-o inductanta pura se intelege o bobina (inductor) a carei rezistenta
ohmicé este nuld, R =0. Rezultd ci si pierderile in bobina sunt nule, RI* =0. O
astfel de bobina nu exista in realitate, dar in anumite situatii rezistenta ohmica a
bobinei se poate neglija. Daca rezistenta bobinei nu se poate neglija, atunci
reprezentarea ei in schemele electrice se face printr-o inductana, presupusa fara
rezistentd, in serie cu o rezistenta care este egalé cu rezistenta bobinei.

In paragrafele 3 si 4 s-a vazut c&, prezenta unei bobine intr-un circuit de curent

continuu se opune variaitiei curentului prin bobina, fenomen cauzat de tensiunea
electromotoare autoindusa in bobina.
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In cazul unui circuit care contind o bobina (inductor), care are numai inductanta,
alimentat cu tensiune alternativa, fenomenele sunt identice. Atunci cand
tensiunea de alimentare creste de la zero la valoarea maxima pozitiva, fortand
aparitia unui curent care are tendinta sa creasca, in bobind se autoinduce o
t.e.m. care se va opune cresterii curentului in circuit. Atunci cand tensiunea de
alimentare incepe sa scada de la valoarea maximéa pozitiva spre zero, curentul
absorbit de la sursa are tendinta sa scada, dar t.e.m. autoindusa se va opune
scaderii curentului din circuit. Fenomenele se petrec asemanator si cand
tensiunea de alimentare creste de la zero la valoarea maxima negativa, sau cand
descreste de la valoarea maximéa negativa la zero.

Pentru ca in curent alternativ polaritatea generatorului se schimba periodic,
curentul dintr-un circuit care contine numai o inductantd purd va rdmane in
permanenta in urma tensiunii de alimentare cu un sfert de perioada, vezi Fig.
13.1.

u=U, sinot

/ i=1,sin(wt - z)
o~ 2

/ \

\\ e,
RY/4 \\Z

\
2 \| 272. wt 0 Um 0
A
/ I J
| m
|
|

a) Schema circ. b) Forma tensiunii si a curentului

Q)

Fig. 13.1. Inductanté pura in circuit de curent alternativ

In Fig. 13.1a este aratat un generator de tensiune alternativd, cu valoarea
efectivd U, care alimenteaz&d o inductantd purd (o bobinad fara rezistentd) cu
valoarea L. In Fig. 13.1b sunt reprezentate: tensiunea alternativd u a sursei,
curentul alternativ i din circuit si tensiunea electromotoare e, autoindusé in
bobind. Se observd ca t.e.m. autoindusd in bobind, e,, se opune in orice
moment tensiunii de alimentare. Se mai observa, deasemenea, ca pentru wr =0,
tensiunea sursei are valoarea zero, dar curentul atinge valoarea zero dupa = /2
radiani, adicd dupé un sfert de perioada, 7'/4, moment in care tensiunea atinge
valoarea maxima pozitiva. Cand tensiunea devine zero, curentul atinge valoarea
maxima pozitiva, exact dupad z/2 radiani, sau dupa un sfert de perioada, 7/4,
de la valoarea maxima a tensiunii. Rezulta ca:
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intr-un circuit de curent alternativ, in care este doar o inductanti pura,
curenul prin circuit este defazat cu 7/2 radiani (90°), sau cu un sfert de
perioada 7'/4, in urma tensiunii aplicate circuitului.

Acest lucru se vede mai bine in Fig. 13.1c, care a fost desenata pentru 1=0. In
pozitia din figura, proiectia celor doi vectori pe o axa verticala care ar trece prin
punctul O, ar arata ca tensiunea momentané este zero, in timp ce curentul este
maxim dar negativ, adica curge in sens invers, opunandu-se cresterii curentului
prin circuit.

Recapituland, se poate spune ca ori de cate ori o tensiune alternativa este
aplicatd unei inductante pure, in bobind se autoinduce o tensiune contra
electromotoare care se opune in orice moment cresterii sau scaderii curentului
din circuit. Pentru ca circuitul este presupus fara rezistentd ohmica, tensiunea
aplicata trebuie sa invingd numai tensiunea electromotoare autoindusa.

Cum tensiunea sursei u=U, sinot este totdeauna opusé tensiunii autoinduse

Ai ,
e, = L= , Se poate scrie:
At

U, sina)t:—(—Lﬂ):Lﬁ (13.1.1)
At At

Matematicienii au rezolvat ecuatia (13.1.1) in raport cu curentul i si au obtinut:

i=ﬂsin[ax—fj=ﬂsm(w¢—ﬁj (13.1.2)
2) X 2

oL L

unde s-a facut notatia oL = X, .
— . . . ~ . T a ~
Valoarea maxima a curentului se obtine atunci cand sm(a)t—EJ =1. In aceasta

situatie valoarea maximéa a curentului devine:

I, :& (13.1.3)
oL

Cu aceasta notatie, ecuatia (13.1.2) devine:
i=1 sin(a)t —%j (13.1.4)

Faptul ca in circuitul analizat curentul ramane in urma tensiunii aplicate se vede

si din ecuatia (13.1.4), unde argumentul functiei sinus este a)t—% , In timp ce
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tensiunea aplicata are ecuatia u =U, sinwt, unde argumentul functiei sinus este

doar wt. Pentru t =0, sin(a)-O—%):—l Si sinw-0=0

Din ecuatia (13.1.2) se vede ca wlL joaca rolul unei “rezistente”. Acest termen
este numit reactanta inductiva a bobinei, este notat cu X, si este masurat in
ohm [Q2], dacd L se masoara in henry [H] si @ in radiani pe secunda, [rad/s].

intr-un circuit format dintr-o inductanta pura, alimentat la o tensiune
alternativa, curentul este limitat numai de reactanta inductiva a bobinei.

X, =al=21f (13.1.5)

Din ecuatia (13.1.5) se vede cé reactanta inductiva este direct proportionald cu
frecventa tensiunii aplicate. Cu cat frecventa tensiunii aplicate este mai mare, cu
atat reactanta inductiva a unei bobine este mai mare, si invers. Daca frecventa
este zero, adica circuitul este alimentat in curent continuu, reactanta inductiva a
bobinei devine zero.

Cu alte cuvinte, intr-un circuit de curent alternativ, care contine o bobina
(inductanta), schimbarea marimii si sensului curentului prin circuit da
nastere la o tensiune electromotoare autoindusa care se opune curgerii
curentului. Efectul de opozitie asupra curgerii curentului este numit
reactanta inductiva, are simbolul X, si este masurata in ohm.

Exemplu: O tensiune de 220 V, 50 Hz este aplicata unei bobine cu inductanta
0.22 H. Sa se afle curentul din circuit.
Solutie: X, =27fL =2-3.14-50-0.22=69.115 Q

=Y _ 220 _sien
X, 69.115

13.2 Puterea intr-un circuit cu inductanta pura

Intr-un circuit cu inductantd pura, ca cel din Fig. 13.1a, puterea momentan
consumatéa de circuit este data tot de produsul dintre tensiune si curent, adica
p=ui. Inlocuid in formula p puterii momentane, tensiunea momentana u si

curentul momentan i, se obtine:
. . . T . . T
p=ui=U, sinot)x[], sm(wt—;}] =U,1,sin a)t-sm[a)t —EJ (13.2.1)

Matematica demonstreaza ca:
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sin a)t-sin(a)t—%j = _51n22a)t (13.2.2)

Tinand cont de expresiile valorilor efective ale curentului si tensiunii, prezentate
in ecuatiile (12.1.4) si de faptul ca 2 = V2 -+/2, ecuatia (13.2.1) devine:

p=—2. " (—sin2awt)=U -1 -(—sin2ar) (13.2.3)

wt

Fig. 13.2. Puterea intr-un circuit cu inductantd pura, alimentat cu tensiune
alternativa

Ecuatia (13.2.3) a puterii momentane intr-un circuit cu inductantd purd este
reprezentata grafic in Fig. 13.2a. Curba puterii momentane are o frecventa dubla
decat a tensiunii si curentului. Pe primul sfert de perioad3, adica delaOla z/2
(sau de la 0 la T/4), tensiunea este pozitivad si curentul este negativ, de aceea
produsul lor este negativ. De la z/2 la = (saudela T'/4 la T/2), atat tensiunea
cat si curentul sunt pozitive si de aceea produsul lor este pozitiv. De la 7 la
37/2 (de la T/2 la 3T'/4) tensiunea este negativd si curentul pozitiv, deci
produsul lor este negativ. De la 37z/2 la 2z (de la 3T /4 la T) atat tensiunea cét
si curentul sunt negative, deci produsul lor este pozitiv. in Fig. 13.2b este aratata
numai curba puterii momentane. Puterea medie pe o perioada este proportionala
cu aria cuprinsa intre axa orizontald O — wt si curba puterii momentane. Se vede
ca, sunt doua arii negative, si doua arii pozitive, care se anuleaza reciproc pe
durata unei perioade. Rezulta ca:

Notiuni de electrotehnica si de matematica: Page 37 of 102



-38 -

Puterea medie pe o perioada consumata de un circuit format numai dintr-o
inductanta pura, alimentat la o tensiune alternativa, este zero, P=0.

Puterea momentana are intervale de timp in care este pozitiva si intervale
de timp in care este negativa. in acele intervale de timp in care puterea este
pozitiva, ea este “absorbita” de inductanta de la sursa, iar in momentele in
care este negativa, puterea este returnata sursei. in momentele in care
puterea momentana este pozitiva, energia absorbita de la sursa este
“lnmagazinatd” in campul magnetic al bobinei. In momentele in care
puterea momentana este negativa, campul magnetic al bobinei colapseaza
si energia inmagazinata in campul magnetic al bobinei este returnata
sursei. Din aceasta cauza, in decurs de o perioada energia consumata de la
sursa, deci si puterea medie pe o perioada, este nula. Bobina nu disipa
energie, energia inmagazinata in campul magnetic al bobinei NU este
transformata in caldura, ca in cazul unui rezistor. Aceasta diferneta dintre
un rezistor si o bobind a condus la denumirea de reactanta inductiva
pentru a descrie faptul ca o bobina se opune curgerii curentului dar nu
disipa energie.

14. Condensatorul in alternativ
14.1 Circuit electric format dintr-o capacitiate pura conectata la o tensiune
alternativa

u;i

U u=U, sinwt
m=-— - - Z—
I T
' i=1 sin(wt+— I,
I Im | : m ( 2)
| ‘ L
-1, |
-U, —
a) Schema circ. b) Forma tensiunii si a curentului c) diagrama fazoriala

Fig. 14.1 Capacitate pura intr-un circuit de curent alternativ

Printr-o capacitate pura se intelege un condensator care are numai capacitate,
fara sa aiba rezistentd de pierderi intre cele doua armaturi, sau altfel spus,
rezistenta dintre armaturi sa fie infinit de mare. in acest caz nu va exista un
curent de pierderi intre cele doua armaturi, deci nu vor fi pierderi de energie sub

forma RI*, deoarece [ =0.
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In paragrafele 5 si 6 s-a vazut ca intr-un circuit care contine un condensator,
alimentat la o tensiune continud, exista curent in circuit doar pe durata incarcérii
sau a descarcarii condensatorului, duratd care este foarte micd, r=5RC. in
restul timpului curentul prin circuit este zero si de aceea se poate spune ca un
condensator se opune cu o rezistenta infinit de mare curgerii curentului continuu
prin circuit.

In Fig. 14.1a s-a reprezentat un condensator, care are numai capacitate,
alimentat la o tensiune alternativa. Deosebirea dintre o sursd de tensiune
continua si una alternativa este ca sursa alternativa isi schimba in mod periodic
polaritatea, vezi Fig. 12.1.2. Din aceasta cauz3, intr-un circuit cu condensator
alimentat la tensiune alternativa, ca cel din Fig. 14.1a, va exista tot timpul un
curent care sa incarece sau sa descarce condensatorul. Curentul NU trece
prin spatiul dintre armaturile condensatorului, curentul pleaca de la sursa
spre condensator, pana cand condensatorul se incarca, apoi cand sursa isi
schimba polaritatea, condensatorul se descarca si se incarca cu polaritate
inversa.

Cu cat capacitatea condensatorului este mai mare, cu atat curentul din circuit,
pentru incarcarea si descarcarea condensatorului, va fi mai mare si invers, cu cat
capacitatea condensatorului este mai mica, cu atat curentul din circuit, pentru
incarcarea si descarcarea condensatorului, va fi mai mic. Putem spune astfel c3,
un condensator opune o “rezistentd” curentului prin circuit, in functie de marimea
capacitatii sale, dar nu consuma energie, spre deosebire de un rezistor care se
opune curgerii curentului prin circuit, dar consuma si energie. Datorita acestei
deosebiri dintre un condensator si un rezistor, pentru opozitia pe care
condensatorul o ofera in in calea curgerii curentului electric nu s-a mai folosit
termenul de rezistenta, ci s-a folosit termenul de reactanta capacitiva.

Asa cum s-a vazut in paragrafele 5 si 6, curentul intr-un circuit cu condensator
atinge valoarea maxima “inaintea” tensiunii de la bornele condensatorului, sau
altfel spus, tensiunea de la bornele condensatorului rdméne in urma curentului
din circuitul in care este conectat. Pentru curent alternativ, acest lucru este
ilustrat in Fig. 14.1b. Tn momentul in care tensiunea in circuit incepe sa creasca,
curentul de incarcare al condensatorului este maxim. Cand tensiunea a devenit
maxima, curentul din circuit a devenit zero, momentul z/2, sau T/4 si asa mai
departe. Rezulta ca:

intr-un circuit cu condensator, alimentat la o tensiune alternativa, curentul
din circuit este defazat inaintea tensiunii aplicata circuitului cu 7 /2 radiani
(90°), sau cu T/4.

Acest lucru rezultd si matematic. Se stie ca definitia capacitati C a unui

condensator este datd de raportul dintre sarcina electricd ¢ acumulatd pe
armaturile condensatorului si tensiunea u de la bornele condensatorului:
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_4 _
cC== q =Cu (14.1.1)
u

Dar u=U, -sinot. Rezultd ¢ =C-U,, -sinot

Curentului electric este definit ca variatia sarcinii electrice din circuit in unitatea
de timp. Rezulta:

i:ﬂ: A(CU, sin o) U, Alsin ot ) (14.1.2)
At At At

Matematicienii au demonstrat ca:

Mza)sin(a)t+£J (14.1.3)
At 2

In acest caz, relatia (14.1.2) pentru curent, devine:

. . Va Uu, . V4

i=wCU, sm(a)t +—j =—= sm(a)t +—j (14.1.4)

2) 1 2
oC

Se face notatia:

1y (14.1.5)

v c 1.

Relatia (14.1.4) pentru curent, devine:

i =Y sin(amf] (14.1.6)

c 2

g1

Factorul X . joacéa rol de “rezistentd” in circuitul cu condensator, se numeste

reactanta capacitiva, este masurata in ohm [Q], dacd o se masoara in [rad/s]
si C in farad, [F].

Din expresia (14.1.6) se vede ca valoarea curentului este maxima daca

Sin(a)t+%j devine unitar. Rezulta:

[ =Y _Yn (14.1.7)
X
oC
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Ecuatia (14.1.6) pentru curent, devine:
i=1 sin[a)t+%j (14.1.8)

Din cele de mai sus rezumam ecuatiile tensiunii de alimentare si a curentului din
circuit:

u=U, -sinot i=1, sin(a)t+%j (14.1.9)

Faptul ca in circuitul analizat curentul atinge valoarea maxima inaintea tensiunii
aplicate se vede si din ecuatia (14.1.9), unde pentru curent, argumentul functiei

. VN . . . ~ e
sinus este a)t+3 , In timp ce pentru tensiunea aplicatd argumentul functiei sinus

este doar wr. Pentru 1t =0, sin(w-0+%):sin%:1 si sinw-0=0. Acest lucru se

vede si din figurile 14.1b si 14.1c.
Din ecuatia (14.1.6) rezulta ca:

intr-un circuit format dintr-un condensator cu capacitate pura, alimentat la
o tensiune alternativa, curentul este limitat numai de reactanta capacitiva a
condensatorului.

Xe=—to L1 (14.1.10)
oC 27C

Din ecuatia (14.1.10) se vede ca reactanta capacitivd a unui condensator este
invers proportionala cu frecventa tensiunii aplicate si cu marimea capacitatii C.
Cu cat frecventa tensiunii aplicate este mai mare, cu atat reactanta capacitiva a
unui condensator este mai mica, si invers. Deasemenea, cu cat capacitatea este
mai mare, ca atat reactanta capacitivd a condensatorului va fi mai mica. Daca
frecventa este zero, adica circuitul este alimentat in curent continuu, reactanta
capacitiva a condensatorului devine infinit de mare, afirmatie evidenta, pentru ca
condensatorul opune o rezistenta infinitd curgerii curentului continuu.

Cu alte cuvinte, intr-un circuit de curent alternativ, care contine un
condensator, schimbarea polaritatii tensiunii generatorului determina un
curent prin circuit pentru incarcarea si descarcarea condensatorului.
Efectul de opozitie asupra curgerii curentului este numit reactanta
capacitiva, are simbolul X . si este masurat in ohm.
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Exemplu numeric: Sa se calculeze curentul absorbit de un condensator cu
capacitatea de 2 uF alimentat la o tensiune de 220 V, 50 Hz.
Solutie: C=2uF =2-10°F; U =220 V; f =50 Hz; Rezulta:
1=Xiz%zz-ﬁ-f-U-C:2-3,14-50-220-2-106 =0.1384=138mA

C

27/C

14.2 Puterea intr-un circuit cu capacitate pura

Intr-un circuit cu capacitate purd, ca cel din Fig. 14.1a, puterea momentana
consumata de circuit este datd de produsul dintre tensiune si curent, adica
p =ui. Inlocuid in formula p a puterii momentane, tensiunea momentana u si

curentul momentan i, se obtine:

wt

Fig. 14.2 Puterea intr-un circuit cu capacitate pura, alimentat cu tensiune
alternativa

m=—m

p=ui=U,sinot)x[], sin(a)tJr%j] =U I sin a)t-sin(a)t +%) (14.2.1)

Matematica demonstreaza ca:

sin wt-sin(wt+%} = sm22a)t (14.2.2)
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Tinand cont de expresiile valorilor efective ale curentului si tensiunii, prezentate
in ecuatiile (12.1.4) si de faptul ca 2 = V242, ecuatia (14.2.2) devine:

u, I
=.—~.sin2awt =U -1 -sin 2wt (14.2.3)

ENEING

Ecuatia (14.2.3) a puterii momentane intr-un circuit cu inductantd purd este
reprezentata grafic in Fig. 14.2a. Curba puterii momentane are o frecventa dubla
decat a tensiunii si curentului. Pe primul sfert de perioad3, adica delaOla z/2
(sau de la 0 la T'/4), tensiunea si curentul sunt pozitive, de aceea produsul lor
este pozitiv. De la #/2 la = (saudela T/4 la T/2), tensiunea este pozitiva si
curentul este negativ si de aceea produsul lor este negativ. De la 7 la 3z/2 (de
la 7/2 la 3T'/4) tensiunea si curentul sunt negative, deci produsul lor este
pozitiv. De la 3z/4 la 2z (de la 3T /4 la T) tensiunea este negativa si curentul
pozitiv, deci produsul lor este negativ.

In Fig. 14.2b este aratatd numai curba puterii momentane. Puterea medie pe o
perioada este proportionald cu aria cuprinsa intre axa orizontald O — wt si curba
puterii momentane. Se vede ca, sunt doua arii negative, si doua arii pozitive,
care se anuleaza reciproc pe durata unei perioade. Rezulta ca:

Puterea medie pe o perioada consumata de un circuit format numai dintr-o
capacitate pura, alimentat la o tensiune alternativa, este zero, P=0.

Puterea momentana are intervale de timp in care este pozitiva si intervale
de timp in care este negativa. in acele intervale de timp in care puterea este
pozitiva, ea este “absorbitd” de condensator de la sursa, iar in momentele
in care este negativa, puterea este returnata sursei. in momentele in care
puterea momentana este pozitiva, energia absorbita de la sursa este
“Inmagazinatd” in campul electric care se formeaza intre armaturile
condensatorului. in momentele in care puterea momentana este negativa,
campul electric dintre armaturile condensatorului colapseaza si energia
inmagazinata in campul electric al condensatorului este returnata sursei.
Din aceasta cauza, in decurs de o perioada energia consumata de la sursa,
deci si puterea medie pe o perioada, este nula. Condensatorul nu disipa
energie, energia inmagazinata in campul electric al condensatorului NU
este transformata in caldura, ca in cazul unui rezistor. Aceasta diferneta
dintre un rezistor si un condensator a condus la denumirea de reactanta
capacitiva pentru a descrie faptul cad un condensator se opune curgerii
curentului dar nu disipa energie.

Notiuni de electrotehnica si de matematica: Page 43 of 102



_44 -

15. Circuit serie R-L-C

15.1 Circuit electric serie format dintr-o rezistentia, o inductanta si o
capacitate, alimentat in alternativ

Circuitul din Fig. 15.1 constad dintr-un rezistor cu rezistenta R, o bobind (un
inductor) cu inductanta L si un condensator cu capacitatea C, conectate in
serie. Se considera ca atat condensatorul cat si bobina nu au pierderi, adica
rezistenta de izolatie dintre arméaturile condensatorului este foarte buna, lucru
usor de realizat pentru condensator, iar bobina se considera fara rezistentd. Cum
o bobina nu poate fi confectionatd decat dintr-un conductor (cupru sau argint)
care are totusi o rezistentad mica, dar diferitd de zero, se considera ca rezistenta
bobinei este inclusa in rezistenta R a rezistorului din circuitul analizat.
Generatorul care alimenteazd circuitul este de tensiune alternativa. Principalii
parametrii din circuit sunt:

u =U, sin ot =valoarea momentana a tensiunii generatorului, [V];

U =valoarea efectiva a tensiunii generatorului, [V];
I =valoarea efectiva a curentului prin circuitul serie, [A]
U, = IR =c&derea de tensiune pe rezistenta din circuit, [V];

U, = IX, =cé&derea de tensiune pe reactanta inductiva a bobinei, [V];
U. = IX . =cé&derea de tensiune pe reactanta capacitivd a condensatorului, [V];

UL
UR
_— ] _| 1 1
UC
I R L |(|3
UR UL UC
U
®
U

Fig. 15.1 Circuit serie R-L-C alimentat la tensiune alternativa
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Diagramele fazoriale prezentate in Fig. 15.1 au fost construite cu valorile efective

ale curentului si tensiunilor. Daca aceste valori se vor inmulti cu x/E se vor obtine
diagramele fazoriale formate din vectori (fazori) care reprezinta valorile maxime
ale marimilor mentionate.

Elementul comun in circuitul prezentat este curentul. Din acest motiv curentul a
fost reprezentat printr-un fazor (vector) orizontal, asezat deasupra fiecarui
element de circuit, fiind considerat un fazor de referintd. Se intelege ca pentru
reprezentarea curentului si a tensiunilor s-au utilizat doua scari, una pentru
curent si alta pentru tensiuni. Se vede ca tensiunea pe rezistenta R este in faza
cu curentul, conform celor spuse la paragraful 12.1. Curentul prin bobina este
defazat cu 90° (z/2, sau T/4) in urma tensiunii de la bornele bobinei, in
conformitate cu cele spuse la paragraful 13.1, iar curentul prin condensator este
defazat cu 90° (7/2, sau T/4) inaintea tensiunii de la bornele condensatorului,
in conformitate cu cele spuse la paragraful 14.1.

Deoarece caderile de tensiune de pe elementele de circuit: rezistenta, inductanta
si condensator nu sunt in faza, ele nu se pot aduna numeric. Din acest motiv
tensiunea generatorului nu se poate afla prin simpla adunare a céaderilor de
tensiune de pe cele trei elemente. Aceste tensiuni se adund vectorial sau
geometric, ca in Fig. 15.2a.

UL XL
UC XC
y
v Z z/ |x=x,-x,
® ® ®
\ 1 1 \ 1
U, R R
a) b) c)

Fig. 15.2. Diagrama fazorialad a c&derilor de tensiune

In Fig. 15.2a s-au reprezentat tensiunile din circuit in raport cu fazorul de
referintd, care este curentul. Se observa ca tensiunea U de alimentare a
circuitului a fost obtinutd prin suma vectoriald, numitd si suma geometrica, a
caderilor de tensiune din circuit.

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic din Fig. 15.2a, care este
numit si triunghiul tensiunilor, se obtine:

U=yU:+U, -U.) (15.1.1)
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Exprimand caderile de tensiune prin produsul dintre curent si rezistenta, curent si
reactanta inductiva si curent si reactanta capacitiva,U ,=IR, U, =1X,, U, =IX

se obtine:

U=yUR) +(IX, —IX.)* =|’[R* +(X, - X )*1=IJR> +(X, - X.)*  (15.1.2)
Din ecuatia (15.1.2) rezultd curentul / prin circuit:

I = v Y sau U=Z7] (15.1.3)

\/R2+(XL_XC)2 z

Z=JR+(X,-X.) (15.1.4)

Analizdnd relatile (15.1.3) si (15.1.4) se observd «c& termenul

Z = \/RZ +(X, - X,)?, care a primit numele de impedanta a circuitului, joaca un

g1

rol de “rezistentd” in circuit, limitdnd curentul. Unitatea de masura pentru
impedanta este ohm [Q2]. Se poate afirma ca:

intr-un circuit de current alternativ, impedanta reprezintd actiunea
combinata a elementelor de circuit, de oponenta in calea curgerii curentului
electric.

Se noteaza:

X=X, -X, (15.1.5)

unde X reprezintd reactanta neta a circuitului, care poate fi inductivd sau
capacitiva, in functie de care dintre X, si X . este mai mare.

Cu notatia din relatia (15.1.5), impedanta devine:

Z=AR+X° (15.1.6)

Curentul / apare in expresia tensiunilor mentionate in Fig. 15.1.1a, U ,=IR,

U,=1X,, U.=1X.. Daca fiecare dintre aceste tensiuni va fi impartitd la

valoarea I a curentului, se obtine:
UR UL

U
R==£; X, ==L XC:TC 7=

1 (15.1.7)
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Tinand cont de relatiile (15.1.7), in Fig. 15.2b si 15.2c este aratat triunghiul
impedantelor, evident utilizadndu-se altd scard de reprezentare pentru
“‘impedante”. Din triunghiul impedantelor, ca si din relatia (15.1.4) se vede ca:

7’ =R +(X,-X_.) (15.1.8)

In Fig. 15.2a se observa ca intre tensiunea U aplicata circuitului si curentul /
din circuit existd un unghi @ numit unghi de defazaj, curentul fiind in urma

tensiunii. Acest unghi de defazaj arata ca in circuitul analizat, curentul raméne in
urma tensiunii aplicate. De la momentul in care tensiunea trece prin zero, de la
negativ spre pozitiv si pana in momentul in care si curentul trece prin zero, tot de
la negativ spre pozitiv, va trece un timp ¢ care rezultad din relatia:

0= ot =2 (15.1.9)
w

In relatiile (15.1.9) unitatile de masura sunt: ¢ [rad], @ [rad/s], ¢ [s]. Este mai
usor sa se lucreze cu defazajul ¢ decat cu timpul ¢. Defazajul mai poate fi

masurat si din momentul in care tensiunea devine maxima pozitiva si pana la
momentul in care curentul devine maxim pozitiv.

u;i
U, u=U, sinwt
I . .
! i=1, sin(wt— @)
|
|~
| 7
G EEANN
/7 | \
7 | \\
S :[m \
\
// : v \
9] / || \ wt
N V4
N . /
\\ L /
9 \/ //
u AN /
N Ve
\\ b
2 (T)
(o perioada)

Fig. 15.3. Defazajul ¢ dintre tensiunea alternativd u«, aplicatd unui circuit serie
R-L-C, si curentul i din circuit.
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Ecuatiile tensiunii aplicate circuitului si a curentului prin circuit sunt:

u=U, sinwt i=1, sin(ot— ) (15.1.10)
unde:
U
I, =— 15.1.11
= (15.1.11)

Din diagramele fazoriale prezentate in Fig. 15.2 se poate calcula marimea
unghiului ¢, cu ajutorul functiei trigonometrice tangenta. Intr-un triunghi

dreptunghic, tangenta unui unghi este egala cu raportul dintre cateta opusa
si cateta alaturata unghiului. In triunghiul din fig. 15.2a se poate scrie:

U,-Uo) (X, -IX.) X, -X. X
U, IR R R

tang = (15.1.12)

In cuvinte se poate spune ca intr-un circuit serie R-L-C, tangenta unghiului
de defazaj dintre tensiunea aplicata circuitului si curentul din circuit este
egala cu raportul dintre reactanta neta a circuitului si rezistenta din circuit.

15.2 Puterea intr-un circuit serie R-L-C, alimentat la tensiune alternativa
Ne referim la circuitul serie din Fig. 15.1. Puterea momentana consumata de
circuit este datd de produsul dintre tensiune si curent, adicd p =ui. Inlocuid in

formula p a puterii momentane, tensiunea momentana u si curentul momentan
i, se obtine:

p=U, -sinat-1I, -sin(wt—¢@)=U, -1, -sinot-sin(wt— @) (15.2.1)

Matematica ne vine in ajutor si ne arata ca:
sin @t - sin( ot — @) :%[COS(p—(cosZa)t—go)] (15.2.2)

Ecuatia puterii p, din (15.2.1) devine:

&-I—m[cosqo—(cos%)t—go)] (15.2.3)

V2 V2

Tinand cont de definitia valorii efective a tensiunii si curentului, rezulta:

m-—m

p= [cos@ —(cos2mt — @)] =

p=U-I[cosp—(cos2wt—@)]|=U-1-cosp—U -I-cosQat — @) (15.2.4)
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Constatam ca puterea momentana are doua componente:

e O componenta constanta in timp, pe care o notdm cu P, P=U -1 -cos¢ Si
care este de fapt puterea reala consumata in circuit; ea este reprezentata
printr-o linie orizontalad in Fig.15.4;

e O componentd pulsatorie—U -1 -cos(2wt — @), care are frecventa dubla
decét tensiunea sau curentul prin circuit si care oscileaza in jurul liniei
orizontale din Fig. 15.4. Aceastda componentad nu contribuie la puterea
consumatéa de circuit, valoarea medie a sa pe durata unei perioade este
zero, asa cum se va arata mai jos.

u, j, p

P=Ulcos¢

27[ (T) - .\- '/.

(o perioada)

Fig. 15.4 Curba puterii momentane intr-un circuit serie R-L-C

Din Fig. 15.4 se vede ca in majoritatea timpului dintr-o perioada, puterea
momentand este pozitivd, si numai in doud intervale foarte scurte puterea
momentané este negativa. Din Fig. 15.2 b si ¢ se vede ca circuitul analizat are o
reactantd netd inductiva. Din acest motiv circuitul analizat este echivalent cu un
alt circuit serie format din rezistenta R si o reactantd inductivd X =X, - X.

Aceste lucruri fiind precizate, putem spune ca in momentele in care puterea
momentané este pozitiva, puterea circuld de la sursa la consumator, unde este
disipata de rezistenta R . In momentele in care puterea este negativa, ea circula
de la sarcina la sursa, mai exact, din campul magnetic al bobinei rezultante (care
are inductanta X ) catre sursa.
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Cele doua componente ale puterii momentane p consuméta de un circuit serie
R-L-C sunt aratate separat in Fig. 15.5. Acestea sunt —U -7-cosQRwt — ) si
P=U-I-cosp. Daca se aduna cele douad curbe, se obtine curba puterii
momentane p, aratatd in Fig. 15.4. Se observd cad media pe durata unei
perioade 7 a componentei —U -I-cos(2wt —¢) este zero. Intr-adevér, aceasta

componenta are doud alternante pozitive si doud negative. O alternanté negativa
se observa imediat, iar cea de a doua se obtine din partea de sinusoida cuprinsa
intre punctele O-B-G si “restul” de sinusoida cuprinsa intre punctele E-F-H, ale
caror suprafete sunt notate cu cate un semn minus. Cele doua “parti” de
sinusoidad echivaleazd cu o alternantd negativd completd, demonstrandu-se
grafic ca, componenta pulsatorie —U -1 -cos(2at —¢) a puterii momentane are

valoarea medie pe o perioada egaléa cu zero.

—U-1I-cos(Rwt — @)
—U-1I-cos(Rwt — @)
E F ot
““““““““““““ \V
27 (T) (o perioada)
P
P=Ulcosg
P
wt
@) 2z (T) (o perioada)

Fig. 15.5 Cele douad componente ale puterii momentane p intr-un circuit serie R-
L-C, alimentat la tensiune alternativa
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Cealaltd componenta a puterii momentane, P=U -1 -cos¢e, este constantad in
timp si media ei pe durata unei perioade este egala cu ea insasi. Rezulta ca:

Puterea medie pe o perioada, numita si puterea activa consumata de un
circuit serie R-L-C, alimentat la tensiune alternativa, este data de relatia:

P=U-I-cosg (15.2.5)
unde:

P = puterea activa consumata in circuit, masurata in watt, [W];

U =valoarea efectiva a tensiunii generatorului, [V];

I =valoarea efectiva a curentului prin circuitul serie, [A];

¢ =unghiul de defazaj dintre tensiunea aplicata circuitului si curentul prin circuit,

[rad] sau [grade].

In relatia (15.2.5) se vede ca puterea medie pe o perioada este data de produsul
a trei factori, U, I si cose. Al treilea factor, cos¢, se numeste factorul de

putere al circuitului.

Trebuie mentionat faptul ca puterea activa consumata intr-un astfel de circuit
este consumatd numai de rezistentd, condensatorul si bobina nu consuma
putere activa. Acest lucru rezulta usor daca se exprima factorul de putere, cosg,

in functie de parametrii circuitului. in triunghiul impedantelor din Fig. 15.2¢c
cosinusul unghiului ¢ este egal cu raportul dintre cateta alaturata unghiului ¢ si

ipotenuz3, adica:
R
== 15.2.6
cosp=— ( )

Inlocuind relatia (15.2.6) pentru cos¢ in relatia puterii active, rezulta:

P:U]cosgo:wg=%-1-R=1-1-R=12R (15.2.7)

S-a regasit relatia puterii active consumata intr-un circuit cu rezistenta pura,
alimentat cu tensiune alternativa.

Relatia (15.2.5) a puterii active este valabila pentru toate cazurile analizate:
pentru circuitul rezistiv, prezentat Fig.12.1a, pentru circuitul inductiv, prezentat in
Fig. 13.1a si pentru circuitul capacitiv, prezentat in Fig. 14.1a.

Pentru circuitul rezistiv, tensiunea si curentul sunt in faza, deci unghiul de defazaj
este zero, ¢ =0 si cos0=1. Rezultd P=UI -cos0=UIl-1=UI .
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Pentru circuitul inductiv, unghiul de defazaj dintre tensiune si curent este ¢ = —%

Si cos(—%) =0.Rezultd P=UI-cos(-90°)=UIl-0=0.

Pentru circuitul capacitiv, unghiul de defazaj dintre tensiune si curent este

(p=+§ si cos(+§)=o. Rezultd P =UI-c0s90° =UI-0=0.

Uy P
a) b)

Fig.15.6. Triunghiul tensiunilor si triunghiul puterilor

In Fig.15.6a se arata triunghiul tensiunilor si anume, tensiunea aplicata circuitului
U, caderea de tensiune U, de pe rezistenta din circuit si cdderea de tensiune
U, de pe reactanta netd din circuit. Dacé cele trei tensiuni mentionate se
inmultesc cu curentul prin circuit se obtin puterile din circuit, si anume:

S=UI; P=U,I =Rl Q=U,I=XI" (15.2.8)

unde:

S = este numitd puterea aparenta disponibila la bornele circuitului, masurata in
volt-amper, [VA];

P = este numita puterea activa consumata de circuit, masurata in watt, [W];

O = este numita puterea reactiva consumata de circuit, masurata in volt-amper-

reactiv, [VAR].

Daca in triunghiul puterilor se calculeaza sinusul unghiului ¢ se obtine:

: 0 0 :
=== =Ul 15.2.9
sin @ T 0 sin @ ( )

Puterea reactivd nu are un inteles fizic, ea este definitd pe baza relatiei
Q=Ulsingp. Puterea reactivd este folositd de circuit doar pentru crearea
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campurilor electrice intre armaturile condensatorilor si a campurilor magnetice
din bobine. In aplicatiile din energetica, puterea reactivd produce magnetizarea
circuitelor magnetice ale echipamentelor, care sunt in principal transformatoarele
electrice si motoarele electrice asincrone. Fara campul magnetic invartior, un
motor electric asincron nu ar putea functiona.

In ecuatia (15.2.10) sunt prezentate majoritatea definitiilor puterii reactive:
Q=U,I=Ulsin®=XI"=(X,-X.)I"=(oL —%ﬂ)]2 (15.2.10)
[0

Plecand de la experesiile puterii reactive, prezentate in relatia (15.2.10), se
obtine o altd expresie a puterii reactive, evident dupad mai multe manipulari
matematice:

LI* I?

2 2Cw*

0 =2a( )=20(W, -W,) (15.2.11)

unde:
W = energia magnetica medie inmagazinatd in campul magnetic al bobinei,

m

masurata in watt-secunda, [Ws];
W, = energia electricd medie inmagazinata in campul electric al condensatorului,

masuraté in watt-secunda, [Ws].
Pe baza expresiei (15.2.11) se poate spune ca:

Puterea reactivd Q este proportionala, la o frecventa data, cu diferenta

dintre valorile medii ale energiilor magnetice si electrice inmagazinate in
campul magnetic al bobinei si campul electric al condensatorului.

Din triunghiul puterilor se observa urméatoarea relatie de legatura intre puterile
mentionate:

S?=P? + Q> (15.2.12)

15.3 Rezonanta de tensiune intr-un circuit serie R-L-C
Daca intr-un circuit serie R-L-C reactanta inductivd este egalda cu reactanta
capacitiva, impedanta circuitului va fi egala doar cu rezistenta circuitului.

Z=\JR*+(X,-X.)*,dar X, = X, rezultd: Z=/R> +(X, - X,)* =JR* =R
Desi in circuit sunt conectate toate elementele: rezistorul, bobina si
condensatorul, totusi circuitul se comportd ca si cum ar fi conectat numai
rezistorul. Valoarea curentului prin circuit va fi maxima si va fi limitatd doar de
rezistenta din circuit si se noteaza cu /,:
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v_u

® Z R

Caderile de tensiune pe bobind si pe condensator sunt egale dar opuse, astfel
incat tensiunea pe grupul format din bobina inseriata cu condensatorul va fi zero.

In schimb, tensiunile pe condensator si pe bobina pot fi mai mari decat tensiunea

de alimentare. Acest fenomen se numeste rezonantia de tensiune, sau

rezonanta serie.

U=0,

Fig. 15.7 Diagrama fazorialéd a unui circuit R-L-C aflat la rezonanta

Usu, U

Fig. 15.8 Diagrama tensiunilor in functie de timp pentru un circuit serie R-L-C

aflat la rezonanta
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Din figurile 15.7 si 15.8 se vede ca in orice moment suma tensiunilor de pe
bobina si de pe condensator este zero, in timp ce fiecare in parte este mai mare
decat tensiunea aplicata circuitului.

Frecventa la care are loc rezonanta este numitad frecventad de rezonanta si se
noteazd cu f,. Valoarea ei poate fi gasitd din conditia de rezonants,

X, -X.=0,sau X, = X.. Se poate scrie:

a)OL:L; o LC=1; a)gzi; a)gzi; (15.3.1)
®,C LC LC
) = fo=— (15.3.2)
“LC’ e o
Dacéd L este mésurat in henry si C in farad, atunci f, este mésurat in hertz.
R X,; X, Z
XC XL
| |
| R i R
| |
| |
(0] fo f (0} fo f

Fig. 15.9 Variatia parametrilor unui circuit serie R-L-C in functie de frecventa
generatorului

in Fig. 15.9 se aratd cum variazad parametrii circuitului, R, X,, X. si Z, in
functie de frecventa tensiunii aplicata circuitului. Pentru f = f, impedanta devine

egald cu rezistenta din circuit si astfel curentul devine maxim si in fazd cu
tensiunea aplicata.

Pentru atingerea rezonantei serie pot exisata douéa cazuri:

e Generatorul are frecventa variabilda si prin modificarea frecventei
generatorului se atinge frecventa de rezonantj;

e Generatorul are o frecventa fixa, dar fie inductanta, fie capacitatea, fie
ambele sunt variabile si prin modificarea lor se atinge frecventa de
rezonanta.
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Notam reactanta la rezonantéd cu X,. Se poate scrie:

I S U B 1
w,C  LC L.C C
JLC
Raportul dintre reactanta la rezonantad X, si rezistenta R se numeste factor de
calitate al circuitului:

X _1 L
0="2=— \E (15.3.4)

Din expresia factorului de calitate se vede ca pentru a obtine un factor de
calitate ridicat circuitul trebuie realizat cu o rezistenta cat mai mica si cu un
raport L/C cat mai mare.

X, =, (15.3.3)

Inversul factorului de calitate se numeste factor de amortizare:

“Zl:R'\E (15.3.5)
0 L

Daca atat numaratorul cat si numitorul din expresia factorului de calitate se
amplifica cu valoarea I, a curentului de la rezonanta, se va obtine ca factorul de

calitate este egal cu raportul dintre tensiunea de la bornele bobinei sau
condensatorului si tensiunea aplicata circuitului, in regim de rezonanta:

_ Xy _ Ui _Ye (15.3.6)
RI, U U

Q

15.4 Oscilatii amortizate si neamortizate intr-un circuit serie R-L-C

a

— o S R L C
-0
b

Fig.15.10. Circuit R-L-C alimentat la tensiune continua

Se considera circuitul serie R-L-C din Fig. 15.10 alimentat la o tensiune continua
U. In rezistenta R se considera inclusa si rezistenta intern& a sursei. La punerea
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comutatorului S pe pozitia a, condensatorul se va incarca, iar apoi la comutarea
pe pozitia b, condensatorul se va descarca. Incarcarea sau descéarcarea
condensatorului se face fie aperiodic, fie periodic (oscilatoriu), in functie de
marimea parametrilor din circuit. Astfel, daca

RZZ\/Z (15.4.1)
C

incarcarea si descarcarea condensatorului se face aperiodic, asa cum se arata
in Fig. 15.11.

O

Fig. 15.11. Incarcarea aperiodica a condensatorului dintr-un circuit serie R-L-C

Daca

R< 2\E (15.4.2)
C

atunci incarcarea sau descarcarea condensatorului se face periodic (oscilatoriu),
ca in Fig. 15.12, oscilatiile din circuit sunt numite oscilatii proprii.

Pulsatia oscilatiilor proprii ale circuitului, respectiv frecventa, sunt date de

relatiile:

(15.4.3)

n cazul circuitelor slab amortizate, respectiv daca

(ijz — (Lj (15.4.4)
2L IC
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atunci pulsatia oscilatiilor proprii devine egala cu pulsatia de rezonanta:

0, =0,=

JLC

N~ — —

—_——

0

(15.4.5)

Fig. 15.12 incarcarea periodica a condensatorului intr-un circuit serie R-L-C

Exemplu numeric pentru paragraful 15:

|  R=200ohm L=0.2 H C=100 uF
Ur UL Uc
)
U=220 V; 50 Hz

Fig. 15.13 Circuit serie R-L-C, pentru exemplul numeric
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Un circuit serie R-L-C, ca cel din Fig. 15.13, are urmatorii parametrii: R =20Q,
L=02H, C=100uF . Circuitul este conectat la la o tensiune cu valoarea efectiva
220 V si frecventa 50 Hz. Sa se afle: a) impedanta circuitului; b) curentul din
circuit; c) caderile de tensiune de pe rezistenta, bobind si condensator; d) factorul
de putere si unghiul de defazaj dintre tensiunea aplicata circuitului si curentul din
circuit; e) puterea activa, reactivd si aparentd consumate de circuit; f) care
trebuie sa fie capacitatea condensatorului din circuit, astfel incat circuitul sa fie la
rezonanta, sau altfel spus, incat factorul de putere al circuitului sa devina unitar;
g) pastrand parametrii circuitului, care trebuie sa fie frecventa generatorului astfel
incat circuitul sa fie la rezonanta.

Solutie:
X, =oL=2nL=27rx50x0.2=062.83~63 [Q]
1 1 1
T wC 24C 27x50x100x107°
X=X,-X.=63-32=31 [Q]. Reactanta netd a circuitului este inductiva,
pentru cd X, > X .. Este ca si cum rezistorul ar fi in serie numai cu o inductanta.

a)  Z=vR>+X*>=+20"+31> =36.89 ~37 [Q]
oy 1=Y-220_5o4~6 [A]
Z 37

c) U, =IR=6x20=120[V]

U, =IX, =6x63=378[V]

U.=IX.=6x32=192[V]

U, =IX =6x31=186 [V]
Se vede ca tensiunea pe inductantd este mai mare decat tensiunea de
alimentare a circuitului.

~31.8~32 [Q]

d)

U
U, 2/ | x S/ o

N ; N ; N

Ug R P

Fig. 15.14 Triunghiurile tensiunilor, impedantelor si al puterilor; au fost alese scéri
de desenare diferite pentru tensiuni, impedante, puteri si curent

Pentru aflarea unghiului de defazaj dintre tensiune si curent se calculeazd
tangenta unghiului ¢ . Avem:
Uy 186

tangp = ——

=— =155
U, 120
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Unghiul ¢ se afla cu ajutorul unui calculator de buzunar mai performant, prin
functia inversa tangentei, care este denumita arctangenta, sau tan™:
o =tan"'(1.55) =57.17°, adica unghiul (arcul) care are tangenta egald cu 1.55 are

57.17 grade.
Acest lucru inseamna ca, curentul din circuit ramane in urma tensiunii aplicate cu

unghiul ¢ =57.17°.

Tot cu calculatorul de buzunar se calculeaza apoi cosg si sing:
cos@ =co0s57.17° =0.5421;

sing =sin57.17° = 0.84

e)  S=UI=220x6=1320 [VA];
P=Ulcos® =220x6x0.54 =713 [W]
O =UIsin® =220x6x0.84 =1108.8 ~ 1109 [VAR]

f) Ca sa se creascé factorul de putere de la 0.5421 la 1, condensatorul actual

trebuie Tinlocuit cu alt condensator care sa aibd reactanta capacitiva

X=X, =63Q;

Xo=-——@30) ¢ = o]
@C, wx63 27 x50x63

Rezulta ¢4, capacitatea condensatorul din circuit trebuie sa fie 50 uF . In aceasta

situatie impedanta circuitului devine Z =R =20Q. Curentul din circuit devine

1, =220/20=114. Tensiunile de pe bobina si condensator vor deveni egale:

U, =U.=1,X,=1,X,=11-63=693V

Se observa ca la rezonanté tensiunile de pe bobina si de pe condensator sunt de

3.15 ori mai mari decat tensiunea de alimentare a circuitului.

= 50.525 ~ 50 [ uF ]

1

|
" 22JIC  2702x100%x10°°

Rezulta ca pastrand parametrii din circuit, rezonanta poate fi atinsa prin scaderea
frecventei tensiunii sursei de la 50 Hz la 35.58 Hz.

16. Circuit paralel R-L-C in alternativ

16.1 Circuit electric format dintr-o rezistenta, o inductanta si o capacitate
conectate in paralel, alimentat in alternativ

In Fig. 16.1.1 se considera un circuit paralel format dintr-o rezistents, o bobina
fara pierderi (adica fara rezistenta) si un condensator care are numai capacitate
pura, alimentat de la o sursa de tensiune alternativa, cu valoarea efectiva a
tensiunii U . Pentru determinarea impedantei acestui circuit paralel trebuie sa se
facad diagrama fazoriald a curentilor din circuit. Pentru c& tensiunea U este
aplicata in paralel pe toate elementele de circuit, fazorul tensiunii U va fi luat ca
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referintd si va fi desenat orizontal. Apoi se deseneazad ceilalti fazori si se
calculeaza curentii prin fiecare ramura:
U u U U Uu U

I, =—: = =" =" [ =—=—=UwC =27UC 16.1.1
RPN X, oL 29l ° X, 1 Auc - (16.1.1)
oC
[
i L
C
UT@ R X ::X
L C

Fig. 16.1 Circuit paralel R-L-C alimentat la tensiune alternativa

]R

I,

Fig.16.2 Diagrama fazoriala a curentilor din circuitul paralel R-L-C

In triunghiul curentilor se aplica teorema lui Pitagora si se obtine:

P=12+(,-1,); [=\I2+(,-1.) (16.1.2)

Facand raportul dintre U si I se obtine impedanta circuitului paralel R-L-C:

Z=— 16.1.3
; (16.1.3)

Unghiul de defazaj ¢, dintre tensiunea aplicatd si curentul total de pe linia ce
duce spre cele trei elemente in paralel, se obtine prin calcularea tangentei de ¢,
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ca raportul dintre cateta opusa si cateta alaturata, si apoi se inlocuiesc curentii
cu expresiile din (16.1.1). Se obtine:

tan ¢ = ILI_[C (pztan"{hl;[c} (16.1.4)
R

R
Cu valoarea unghiului ¢ se calculeaza factorul de putere al circuitului cos¢.

Exemplu numeric 16.1: Un circuit paralel R-L-C, ca cel din fig.16.1 are urmétorii
parametrii: R=60 ohm, L=0.1 H, C=25uF, U=240 V, 50 Hz. Sa se calculeze: a)
curentul total furnizat de sursa; b) impedanta circuitului; ¢) unghiul de defazaj
dintre tensiunea aplicata circuitului si curentul total din circuit.
Solutie:
a) C=25uF =25-10°F
X, =wL=27L=2-3.14-50-0.1=31.416Q2
1 1 1

XC = = = >

oC 24C 2-3.14-50-25-10
1= g, oY 20 g6 =Y 2 2 gssa

R 60 X, 31416 X. 127324
Din cauza prezentei numéarului 7 =3.141592..., care are un numéar mare (infinit)
de zecimale, marimile calculate au fost aproximate la valorile de mai sus.
Diagrama fazoriala este cea din Fig.16.2. Aplicand teorema Ilui Pitagora
triunghiului curentilor obtinem:
=1+, -1.)" =4"+(7.64—1.885)* =16+33.12 =49.12

1=+49.12=7.0084=74
b) Impedanta circuitului rezultad usor:

Z :£=ﬂ532.486§2

= 127.324€Q

Pentru ca numarul 240 nu se imparte exact la 7 rezultatul calculului impedantei a

fost aproximat la 32.486.

I, 1. 7.64—1.885
IR

cos@ = c0s55.20° = 0.57

c) tang = ~1.43875; ¢ =tan"'1.43875 = 55.20°

16.2 Puterea intr-un circuit paralel R-L-C, alimentat la tensiune alternativa
Privind circuitul din Fig. 16.1 observam ca cele trei elemente, considerate pure,
sunt alimentate la aceeasi tensiune U . Deoarece inductanta si capacitatea nu
consuma putere activa, rezultd cd aceasta este consumata doar de rezistenta.
Puterea consumata de rezistenta este data de relatia
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2 2
P=RI :R[%j :%:UIR (16.2.1)

In triunghiul curentilor din Fig. 16.2 se calculeaza cosinus de ¢ ca fiind raportul
dintre cateta al&turatd ubghiului ¢ si ipotenuza:

R

COS(pZIT; I, =Icos¢p (16.2.2)

inlocuind valoarea lui 1, in (16.2.1) se obtine formula puterii active intr-un circuit
paralel R-L-C:

2
P=RI, =%:U1R =Ul cos @ (16.2.3)

Rezulta ca si in acest caz este valabila formula P=Ul cos¢.

Exemplu numeric 16.2: Sa se afle puterea consumata in circuitul prezentat la
exemplul numeric 16.1.

Solutie:
Se poate folosi oricare dintre relatiile:
2
P=RI, P:% P=UI, P=Ulcos ¢
5 240°
P=60-4" =960/, P= =960W P=240-4 =960,

P=240-7-0.57 =957.6 = 9600

Rezultatul ultimului calcul nu este exact 960 din cauza aproximarilor repetate
facute la calcularea curentilor prin cele trei ramuri si a curentului total, cat si la
calcularea tangentei si a cosinusului de ¢.

16.3 Rezonanta de curent intr-un circuit paralel R-L-C

I1=1,

U

I,

Fig. 16.3. Diagrama fazoriald a unui circuit paralel R-L-C la rezonanta
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Si in acest caz se presupune ca avem o bobind pura (fara rezistenta) si un
condensator fara pierderi. Daca in circuitul din Fig.16.1 reactantd inductivé a
bobinei este egala cu reactanta capacitiva a condensatorului, curentul total care
absorbit de la sursa va fi minim si egal cu curentul care circula prin rezistenta, iar
despre circuit se spune ca este la rezonanta. in cazul rezonantei, curentul prin
bobina va fi egal si opus cu curentul prin condensator, astfel incat suma lor este
zero in orice moment, curentul total fiind minim, adica impedanta circuitului este
maxima. Mai mult, curentii prin bobin& si condensator vor fi mult mai mari decat
curentul total. Din acest motiv aceasta rezonanta se numeste rezonanta paralel
sau rezonanta de curent.

uyisi; 5

Fig. 16.4 Diagrama in functie de timp a tensiunii aplicate si a curentilor din
circuitul paralel R-L-C

Exemplu numeric 16.3:.

=1 U U =240V
I [=1,=44
I, =1, =7.644
p=0
IL

Fig. 16.5 Diagrama fazorialé a curentilor din exemplul numeric 16.3
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Un circuit paralel R-L-C, ca cel din fig.16.1 are urméatorii parametrii: R=60 ohm,
L=0.1 H, C=25uF, U=240 V, 50 Hz. Sa se afle capacitatea condensatorului cu
care trebuie inlocuit condensatorul actual pentru a aduce circuitul la rezonanta.

Solutie:
Se pune conditia X, = X . =31.416Q

24C 27X, 2-3.14-50-31.416
Rezultd ca pentru a aduce circuitul la rezonanta condensatorul de 25 uF trebuie

inlocuit cu altul cu C=101.3 uF. Diagrama fazoriald a curentilor din circuit este
prezentatad in Fig. 16.5.

=1.013-107* =101.3-10°F =101.3uF

Se observa ca valoarea curentului total / este egala cu valoarea curentului prin
rezistenta R, iar curentii prin bobina si condensator sunt de 1.91 ori mai mari
decat curentul prin rezistenta.

16.4 Rezonanta de curent intr-un circuit paralel format numai dintr-o bobina
reala si un condensator real

Fig. 16.6 Circuit paralel dintr-o bobina reala si un condensator real

De data aceasta am considerat o bobina reala, care are deci o rezistentd R
diferitd de zero. In Fig. 16.6 bobina a fost reprezentata prin inductanta sa L in
serie cu rezistenta totalda R a spirelor bobinei. Condensatorul este deasemenea
un condensator real, pentru ca rezistenta de izolatie dintre armaturi poate fi
considerata infinit de mare si in concluzie curentul prin spatiul dintre armaturi
este zero, adicd condensatorul nu are pierderi. Diagrama fazoriald a acestui
circuit este redata in Fig. 16.7.

Din Fig. 16.7 se vede ca curentul prin bobind 7, nu este defazat cu z/2 (90°) in
urma tensiunii U aplicatad bobinei. Unghiul de defazaj, notat cu ¢, este mai mic

decat 7 /2 (900), pentru ca bobina este presupusa a fi reala, care are rezistenta
spirelor R #0.
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IC
o I, cose, IA U
43 :
!
|
I, sing, & |
|
C¥*——-—- = B

Fig. 16.7 Diagrama fazoriald a elementelor care intervin intr-un circuit paralel,
format dintr-o bobind reald si un condensator real, alimentat la tensiune
alternativa

Descompunem curentul prin bobind in doud componente, una in fazd cu
tensiunea aplicatd, egala cu segmentul O4 si alta defazatda z/2 (90°) in urma

tensiunii U aplicatad bobinei, egalad cu segmentul ocC. in triunghiul dereptunghic
OAB se calculeaza sinusul si cosinusul unghiului ¢, :

sin(ong; E:]Lsinqo,; %:E:ILsinqo]
L
Deci componenta curentului defazata cu 7/2 (90%) in urma tensiunii U aplicata

bobinei este /, sing, .
o -
cosgoL:O—; OA4A=1, cosgp,
[L
Componenta curentului in faza cu tensiunea U este I, cosg;, .

R U
O Z}=R*+ X}
?,
X
Zy singp, =—*+
XL ZL

N

L

Fig. 16.8 Triunghiul impedantelor pentru bobina reald care este in paralel cu
condensatorul
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La rezonanta curentul /. prin condensator devine egal cu componenta /, sing,
a curentului prin bobina: /. =1, sing,. Dar I, :XL si I, :Zi, unde Z, este

C L
impedanta bobinei, data de relatia: Z; = R* + X ;.

Triunghiul impedantelor doar pentru bobina este reprezentat in Fig.16.8.

Din triunghiul impedantelor din Fig. 16.8 rezulta: sing, =%.

L

Reamintim condita de rezonanta: [.=1,singp,. In aceastd conditie se

R , . X ~
inlocuieste 1. :L, I, Ui singp, =—*% . Rezulta:
C ZL ZL
X
v_v.Aa sau Z; =X, xX, X, =0l XczL
X, Z, Z, wC
72 —prx——-L R+x2=L (16.4.1)
wC C C
£—R2
L L C
x2_t_p2 o) 2L p2 2 _
toc @A) =¢ 4 (27L)?
1 |L
=f,=—.|=-R? 16.4.2
/=1 A\ ( )

S-a obtinut astfel frecventa la rezonanté, data de relatia (16.4.2). Dacad R* este
neglijabil in raport cu L/C, atunci relatia (16.4.2) devine:

1

=f, = 16.4.3
f=75 ndIC ( )

I ~ L ~ , ~ Co
Rezultd cd dacd R’ << el frecventa de rezonantéa devine egaléd cu a unui circuit

serie, care are aceeasi parametrii.

16.5 Curentul la rezonanta intr-un circuit paralel format numai dintr-o
bobina reala si un condensator real

Din Fig.16.7 se vede ca la rezonanta curentul total care pleaca de la sursa spre
cele doua elemente de circuit in paralel este egal doar cu componenta curentului
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prin bobina in faza cu tensiunea aplicata circuitului, adica curentul absorbit de la
sursa este / =1, cosg, .

Dar I, :ZE Si cosg, :Zi. Rezulta:

L L
I=1,cos®, LANE. 3 =U—]: inlocuind Z; _ L rezutta:
zZ, Z, Z C

UR U
I—Z—z (16.5.1)
C CR

. L . ~ 4 . .
Numitorul R este cunoscut ca rezistenta dinamica sau impedanta la

rezonanta a circuitului analizat si se noteazé cu Z, sau cu R, . Deci:

Zy =Ry, =— (16.5.2)

inductiv capacitiv

Fig. 16.9 Curba curentului absorbit de la sursad si a impedantei circuitului in
functie de frecventa, pentru un circuit paralel format dintr-o bobina reala si un
condensator real

Trebuie mentionat faptul cad la rezonantd impedanta este doar rezistiva.
Deoarece curentul total prin circuit este minim la rezonanti, inseamna ca
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impedanta Z, = C_LR este impedanta maxima a circuitului. Un astfel de circuit este

des utilizat in antenele cu trapuri si este numit circuit rejector (filtru dop) pentru
ca el nu lasad sa treacd (rejecteazd) semnalele care au frecventa egald cu
frecventa de rezonanta a sa.

Aceasta rezonanta este, deasemenea, o rezonanta de curent, pentru ca curentii
care circula prin cele doua ramuri in paralel este de mai multe ori mai mare decat
curentul total absorbit de la sursa.

Rezonanta paralel are o mare importanta practica pentru ca pe baza ei sunt
construite circuitele acordate in radiotehnica.

Variatia impedantei si a curentului din circuit in functie de frecventa tensiunii de
alimentare este aratata in Fig. 16.9. La rezonanta curentul total absorbit de la
sursa este minim si impedanta circuitului este maxima. Tot la rezonant3,
tensiunea aplicata circuitului este in faza cu curentul total absorbit de la sursa.

[C IC
I
I
o U 5 2 U
¢ ?;
(2
I, I,
]L
a b

Fig. 16.10 Diagrama fazoriald pentru curentii din circuit si tensiunea aplicata
circuitului, in functie de relatia dintre f si f,

Dacd f < f,, reactanta inductivd a bobinei X, =22/l este mai mica decat
reactanta capacitivd X . =1/22/C. Curentul prin bobind va fi mai mare decéat

curentul prin condensator si curentul total absorbit de la sursa va fi in urma
tensiunii aplicate, vezi Fig. 16.10a. Dacad f > f,, reactanta inductivd a bobinei

devine mai mare decat reactanta capacitiva a condensatorului si astfel curentul
prin bobina va fi mai mic decat curentul prin condensator. Curentul total absorbit
de la sursa va fi defazat inaintea tensiunii aplicate circuitui, vezi Fig.16.10b. Din
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acest motiv in Fig. 16.9 pentru f < f, s-a mentionat ca circuitul are caracter
“‘inductiv’, iar pentru f > f, s-a mentionat cé circuitul are caracter “capacitiv”.

Exemplul humeric 16.4: Un condensator este conectat in paralel cu o bobina
care are inductanta L =4mH sirezistenta R =5Q. Cele doua elemente in paralel
sunt alimentate de la o tensiune alternativd U =240V si f =50Hz. Calculati
capacitatea condensatorului pentru ca circuitul sa fie la rezonanta.

Solutie:

La rezonanté exista relatia:

Z; =%, rezulta c:%; X, =24L=2-3.14-50-4-10° =1.2566Q;
L

Z} =R+ X, =5"+12566" =26.58;
L 4-107

Z} 2658

=150.49-10°F =150.49 uFF

Exemplul numeric 16.5:

Ic C
w| |
I~
I R
—=—T 14
|_|'_| Y Y Y ¢
2 28 uH
8,
250 V
7 MHz

Fig. 16.11 Schema circuitului de la exemplul numeric 16.5

O bobinad cu rezistenta 2 ohm si inductanta 28 microhenry este conectata in
paralel cu un condensator variabil. Cele doua elemente in paralel sunt conectate
in serie cu o rezistentd de 4.7 kiloohm. Tensiunea de alimentare este 250 V cu
frecventa 7 Mhz. S& se calculeze valoarea capacitatii condensatorului la
rezonanta, curentul prin fiecare ramura si curentul total absorbit de la sursa.
Solutie: Configuratia circuitului se vede in Fig.16.11.

X, =27fL=27x7x10°x28x107° =1231.5Q

Deoarece rezistenta bobinei de 2 ohm este neglijabild in comparatie cu reactanta
sa, rezulta ca frecvaenta la rezonanta se poate calcula cu formula:
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1 5 1 1
= ; o =TT C=——""3—
fo 272LC / (2r)’LC Q2nf,)’ L

Co 1
(2 xTx10%)* x28x107°

=18.46x10™"*F =18.46 pF

Impedanta la rezonanta, sau rezistenta dinamica este:

L 28x107°

- = = 758396Q
" CR18.46x1072 %2

Z,=R

Rezistenta totala din circuit la rezonanta devine:
R =4700+ 758396 = 76309602

U 250

R 763096

=3.276x107"* 4 = 0.3276mA = 327 uA

Tensiunea pe grupul paralel este: /xR, =3.276x10"* x 758396 = 248.46V

dyn

Curentul prin ramura inductiva este:

I, = 24846 =0.2014 = 201mA4

V27 +1231.57

Curentul prin ramura condensatorului este:

U
I. = lc =wCU, =27x7x10°x18.46x107"% x 250 = 202mA4

oC

Practic, curentii prin cele doud ramuri sunt egali. Diagrama fazoriala este similara
cu cea din Fig.16.7. Curentii prin ramuri sunt de 614 ori mai mari decat curentul
absorbit de la surséa.

Comentariu asupra problemei rezolvate:

La rezonanta energia este transferatd din campul electromagnetic al bobinei in
campul electric al condensatorului si invers, suplimentarea energiei pentru
invingerea pierderilor din circuit facandu-se prin curentul total absorbit de la
sursa. La rezonantd curentul absorbit de la sursd este minim pentru ca
impedanta circuitului este maxima, dar curentul absorbit de la sursd este
suficient ca sa acopere pierderile din rezistenta bobinei si a firelor de legatura.
Cu céat pierderile din circuit vor fi mai mici, cu atat mai mic va fi curentul absorbit
de la sursa.
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in electronica si in special in radiotehnicad unul dintre elementele in paralel este
reglabil (ajustabil), de obicei condensatorul. Avand condensatorul variabil,
circuitele paralel L-C pot fi folosite in primele etaje ale radioreceptoarelor, pentru
selectarea statiei de radio dorite, asa cum se vede schematic in Fig. 16.12.
Curentii prin cele doa ramuri au valori maxime pentru frecventa de rezonanta a
circuitui, iar tensiunea care apare pe grupul L-C este maxima la rezonanta.
Frecventa de rezonanta a circuitului corespunde cu frecventa de emisie a statiei
receptionate.

ANT
+U

LS1

L1 L2

-

Fig. 16.12. Circuit de intrare utilizat la radioreceptoare
Circuitele paralel L-C mai sunt folosite folosite si la construirea trapurilor pentru

antenele multiband, cu scopul obtinerii de impedante mari pentru anumite
frecvente.
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17. Numere complexe

Utilizarea numerelor complexe in electroehnica sau electronica usureaza calculul
impedantelor si a unghiurilor de faza ale circuitelor analizate. De aceea este
important sa le cunoastem.

17.1 Axa numerelor reale

Numerele pe care le folosim aproape zilnic sunt numere reale, ca de exemplu 24,
89, 3.5, -50, -100, -25.2, etc. Inca din clasele elementare copiii invaté la scoala
ca aceste numere se pot aseza pe o linie orizontala, numitd “axa numerelor
reale”, vezi Fig. 17.1. De la 0 (zero) spre dreapta, se reprezintd numerele
pozitive si de la 0 (zero) spre stanga, se reprezintd numerele negative.

| |
[
8-76-5-4-3-2-

I

N Y R E B R
101 2 3 4 5 6 7 8
Numere reale negative Numere reale pozitive
I

Axa numerelor reale

Fig. 17.1 Axa numerelor reale

Fi.g 17.2 Planul numerelor reale

Daca se asazad doua astfel de axe perpendiculare una pe alta se obtine un
sistem de coordonate rectangular (sau cartezian). Axa orizontala, Ox, se
numeste axa absciselor, iar axa verticala, Oy, se numeste axa ordonatelor. Pe
axa ordonatelor, numerele pozitive sunt reprezentate de la origine in sus, iar cele
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negative de la origine in jos. intr-un astfel sistem de coordonate, fiecare punct
din plan este unic determinat dacé i se dau cele doué coordonate, una pe axa
orizontala, numita abscisa, notata cu x si alta pe axa verticala, numita ordonata,
notatd cu y. Astfel, punctul A din plan are abscisa x=3 si ordonata y=4. Se scrie
A(3, 4) si se citeste “punctul A de coordonate 3 si 4”. Intersectia celor doua axe
de coordonate se numeste originea axelor de coordonate. Originea se noteaza
cu litera O dar ea poate fi interpretata si ca cifra zero, atat pentru axa x cat si
pentru axa y. Distanta de la origine la un punct din plan este data de relatia:

d=xx>+ (17.1.1)

Astfel, distanta de la origine la punctul B este d =+/3% +(-4)> =+/25 = 5. Daca pe

cele doud axe unitatea a fost reprezentatd de un segment cu lungimea de 1
centimetru, atunci cifra 5 reprezinta 5 cm.

17.2 Numere imaginare

Unele numere reale sunt patrate perfecte. De exemplu, 81 este un patrat
perfect pentru ci el se obtine fie din 92=9x9=81, fie din (-9)*=(-9)x(-9)=81. Alte
patrate perfecte sunt 4, 9, 16, 25 si asa mai departe. Numerele V81, V4, 9,
V16, V25, etc. pot fi reprezentate pe axa numerelor reale prin numerele +9,
+2, +3, *S5etc.

Matematicienii au ramas in dificultate cand au incercat sa reprezinte pe axa

numerelor reale numere ca +-81, +—25, etc. Nu existd nici-un numar care
inmultit cu el insusi sa dea ca rezultat -81, -25, etc. S-a concluzionat ca radical
(radacina patrata) din numerele negative nu pot fi reprezentate pe axa numerelor
reale. De aceea aceste numere au fost denumite numere imaginare. Nu
inseamna ca ele sunt fictiuni, ele sunt pur si simplu un alt tip de numere. Ca
totusi sa existe o reprezentare a numerelor imaginare s-a utilizat tot o axa
verticala, numitd axa numerelor imaginare, identica cu axa O-y din planul
numerelor reale, cu o singura deosebire, ce va fi explicata imediat.

Se observa ca V=9 =) x(-1) = Vo x—1=43x+/-1. Intr-adevar,

(-3x+-1)>=-9 si (3x+-1)> =-9. Numarul imaginar +—1 a fost numit in
matematica unitatea imaginara. El a fost notat cu litera i de la “imaginar”.

Pentru ca in electrotehnica litera i este consacrata pentru simbolizarea curentilor
electrici variabili in timp, unitatea imaginara s-a notat cu litera ;, deci + j = +/-1
si —j=-+—1. Deasemenea, j3=3J-1, —j5=-5J-1. In figura 17.3 se arata
axa numerelor imaginare. De la origine in sus sunt reprezentate numerele
imaginare pozitive, iar de la origine in jos sunt reprezentate numerele imaginare

negative. Pe axa numerelor imaginare nu vor fi reprezentate numere reale ca 3,
7, 20, etc., ci numere imaginare, ca j3, j7, j20, etc.
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Numere imaginare
pozitive

I Numere imaginare
| negative

Axa numerelor imaginare

Fig.17.3. Axa numerelor imaginare

Unitatea imaginaréd j =+—1 se mai numeste si “operatorul j°. Cateva puteri ale

lijsunt: j>=W-1)2==1; jP=j-j>=j-(-l)=—j; j*=j>j>=(=1)- (=) =1 si
asa mai departe.

17.3 Numere complexe. Planul complex. Reprezentarea numerelor
complexe in coordonate rectangulare

Numerele complexe nu sunt asa de complicate (de complexe) pe cum rezulta din
numele lor, ele sunt chiar foarte simple.

O suma sau o diferenta dintr-un numar real si un numar imaginar reprezinta
un numar complex.

Conform “definitiei” anterioare orice numar complex are o parte reala si o parte
imaginara. De exemplu, 3+j4 este un numar complex. Numéarul 3 este partea
reala a numarului complex 3+j4, iar numarul +j4 este partea imaginara a
numarului complex 3+j4. Un alt numar complex este de exemplu -2 - j4. Numarul
-2 este partea reald a numarului complex -2-j4, iar —j4 este partea imaginara a
numarului -2-j4.
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Se observa ca pentru a reprezenta un numar complex avem nevoie de doua axe
de coordonate, o axa pentru numerele reale si o altd axd pentru numerele
imaginare. Cele doud axe determind un plan, numit planul numerelor
complexe, sau pe scurt planul complex. Axele planului complex nu se vor mai
nota cu O-x si cu O-y, ci cu “+Re” de la “+ real”’, adicd numerele reale pozitive se
vor aseza la dreapta originii, in sensul aratat de sageata, si cu “+Im”, de la “+
imaginar”, intelegand prin aceasta cad numerele imaginare pozitive se vor
reprezenta de la origine in sus, in sensul aratat de sageata, vezi Fig. 17.4.

Fig. 17.4 Planul complex

Revenind la unul dintre exemplele de numere complexe, 3+j4, trebuie spus ca
partea realda 3 nu se poate aduna algebric cu partea imaginara +j4, cum se
aduna 3 cu 4, 3+4=7. Adunarea lui 3 cu +j4 se face vectorial. Aceasta inseamna
ca prima datad se pleaca de la originea O, se merge pe axa reala si se asaza
numarul 3 acolo unde ii este locul. Apoi se merge pe o linie perpendiculara pe
axa reala, deci paralel cu axa imaginara, in sus in cazul exemplului considerat, si
se asaza numarul imaginar +j4. S-a obtinut astfel punctul A din planul complex.

Care este marimea, sau modulul, sau valoarea absoluta a numarului complex
3+j4? Notdm numarul 3+j4 cu z4, adicad z1=3+j4. M&rimea, sau modulul numarului

complex z; se noteaza cu |z,| si este definit astfel: |z,|=+3>+4? =425 =5. Se

poate spune ca linia cu sageatd 04, numita vector, sau in electrotehnica fazor,
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care uneste punctul O cu punctul A, reprezintd numarul complex 3+j4, pentru ca
punctul A are coordonatele +3 si +j4 si pentru ca lungimea fazorului 04 este

egala cu 5, cifrd care reprezintd modulul, sau valoarea absolutd a numarului
complex 3+j4.

Exemplu numeric: Care sunt modulele numerelor complexe reprezentate de
punctele B, C si D din Fig. 17.47?

Solutie:

Punctul B are coordonatele -4 si +j3. Numé&rul complex z, =—4+ ;3 este in mod

unic reprezentat de fazorul OB . Modulul lui este |z, = /(—4)? +3% =425 =5

Punctul C are coordonatele -3 si +j3. Numarul complex z, = -3+ ;3 este in mod
unic reprezentat de fazorul OC . Modulul lui este 25| =4/(-3)* +3% = V18 = 4.24.

Punctul D are coordonatele +4 si —j5. Numarul complex z, =4—j5 este in mod
unic reprezentat de fazorul OD . Modulul lui este |z,| = /4> +(-5)" = J4126.40.

Forma generala a numerelor complexe este z =a+ jb. Dacd vom vedea numarul
scris ca a + jb ne dam seama cé este un numar complex, dar daca scriem doar

simbolul z nu ne dam seama ca acesta este un numar complex. Ca sa se stie ca
un simbol este al unui numar complex, se subliniaza acel simbol cu o liniuta. Alti
autori folosesc o liniutd deasupra simbolului respectiv, sau scriu simbolul
respectiv cu litere ingrosate. Tn acest articol voi utiliza prima varianta, adica z;

aceasta inseamna ca z este un numar complex si trebuie sa fie de forma a + jb,
deci z=a+ jb. Modulul lui z noteazé simplu, cu z sau |z| si se noteaza astfel:

z=|g|:\/a2 +b’

Numaérul z* =a— jb se numeste “conjugatul” numarului complex z. Se observa

ca z are acelasimodulcasi z, z° =‘g*‘ :\/a2 +(=b)> =+a’ +b

Reprezentarea numerelor complexe, asa cum au fost descrisd mai sus, este o
reprezentare in coordonate rectangulare.

Sunt si alte moduri de reprezentare a numerelor complexe. Unul dintre acestea
este reprezentare a numerelor complexe in coordonatele polare.

17.4 Numerele complexe reprezentate in coordonate polare. Conversia
coordonatelor rectangulare in coordonate polare

In Fig. 17.5a sunt reprezentate numerele complexe Z, =3+ j4 si Z, =3—j4 in
coordonate rectangulare, iar in Fig. 17.5b sunt reprezentate aceleasi numere in
coordonate polare. Ca sa se ajungad la punctul A cu ajutorul coordonatelor
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polare, se considera un fazor 04 de lungime 5 unitati, exact cat este modulul
numarului Z, =3+ j4. Fazorul respectiv, cu punctul de inceput plasat in originea

O, se suprapune peste sensul pozitiv al axei reale si apoi se roteste in jurul
originii O Tn sens trigonometric (invers acelor de ceas) cu unghiul mentionat,
adica cu 53.13% in cazul numarului Z, =3+ j4, deci reprezentarea in coordonate

polare a numarului Z, =3+ j4 este Z, =5253.13". Forma generald a unui
numar complex scris in coordonate polare este: Z:|Z|46’, sau Z=72/6
unde atat |Z| cat si Z reprezinta modulul numarului complex, iar ¢ este

unghiul cu care trebuie rotit fazorul pentru a se ajunge la punctul care
reprezintd numarul complex respectiv.

+Im +Im
Z, :‘ZI‘LQ
P Z, =3+ /4 Z, =5/53.13"
14__ mA N
B+
2+ /| +i4
n-r/ +R +R
/ e e
| | | | ] L | | | | | |
[ [ [ IO N | " [ [ [ [ [ [
4 32 N 23] 45 -4 -3 - 345
o | \ Sy
-J2 \\\ _]4
BN Z,=|z,|2-0
-4+ v Z,=5/-53.13"
o 1 a) Z,=3-j4

Fig. 17.5 a) Reprezentarea numerelor complexe in coordonate rectangulare
b) Reprezentarea numerelor complexe in coordonate polare

Pentru numéarul complex Z, =3+ 4, marimea unghiului 6 a rezultat prin
calculare tangentei unghiului @, care este egald cu raportul dintre cateta opusa si
cateta alaturata unghiului 6:

tan @ = % =1.3333 0 = arctan(1.3333) = tan " (1.3333) = 53.13°

Deci unghiul @ este egal cu arcul (unghiul) care are tangenta 1.3333. Acest
unghi se calculeaza cu un calculator de buzunar mai performant.

Tot in Fig. 17.5a mai este reprezentat si numarul complex Z, =3- j4. Pentru ca
sa-l reprezentdam in coordonate polare, prima datd i se calculeazd modulul si
apoi unghiul cu care trebuie rotit fazorul respectiv:

Z, =|Z,| =32 +(-4)* =9 +16 =25 =5;
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tan @ = T4 =-1.3333; @ = arctan(—1.3333) = tan ' (-1.3333) = -53.13°

S-a obtinut un unghi negativ. Acest lucru inseamna ca fazorul va fi rotit in sens
invers sensului trigonometric, adica in sensul acelor de ceas. Deci scrierea in

coordonate polare a numarului Z, =3- j4 este Z, =5/ -53.13°.
in general, fie numarul complex Z = x+ jy. Pentru transformarea in coordonate

polare se calculeazd modulul Z (sau |Z|) al numarului complex Z si unghiul 6

dintre directia pozitivd a axei numerelor reale si fazorul care reprezintd numarul
complex:

Z=Z|=x*+y* si 0 = arctan(2) = tan " () (17.4.1)
X x

Z=2/0 (17.4.2)

17.5 Conversia coordonatelor polare in coordonate rectangulare

IN

+ jy=+jZsin6

0

+ Re

O x=Zcosd B

Fig. 17.6 Conversia coordonatelor polare in coordonate rectangulare

In Fig. 17.6 este reprezentat numarul complex Z =Z/6 in coordonate polare,
adica se cunoaste modulul Z si unghiul 8. Se doreste ca acest numar complex
s& se scrie sub forma Z =x+jy, deci trebuie aflate x si y. In triunghiul

dereptunghic OAB, sinusul unghiului ¢ este egal cu raportul dintre cateta opusa
si ipotenuza, iar cosinusul unhiului @ este egal cu raportul dintre cateta alaturata
si ipotenuza. Rezulta:

sin@z%; E:yzZsiné?; cos@z%; OB =x=Zcos0 (17.5.1)

Deci numarul complex Z se va scrie in coordonate rectangulare in felul urmator:
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Z=27ZcosO+ jZsinf (17.5.2)

Exemplu numeric: Sa se converteasca urméatoarele numere complexe scrise in
coordonate polare, in numere complexe scrise in coordonate rectangulare:

a) Z, =10£60°; b) Z,=4--30";, c¢) Z, =8£45°

Solutie:

a) Se foloseste un calculator de buzunar pentru calcularea functiilor sin si cos.
Partea reald a numarului complex Z, este: x=10cos60’ =10x0.5=5. Partea

imaginard a numarului complex Z, este: y =10sin60° =10x0.866 = 8.66, rezulta:
Z, =5+ j8.66.

b) Pentru Z, calculele sunt similare. Rezultd: x =4cos(—30) =4x0.866 = 3.4641;
y =4sin(-30) =4 x(-0.5) =-2, deci Z, =3.4641— ;2

c) Lafel pentru Z,; x=8cos45° =8x0.7071=5.6568;

y =8sin45" =8x0.7071 = 5.6568

17.6 Operatii matematice cu numerele complexe
Deoarece numerele care reprezintd partea reala si partea imaginara a unui
numar complex nu se aduné algebric, ci vectorial, trebuie stabilite niste reguli si
pentru operatiile matematice cu numerele complexe.

17.6.1 Adunarea numerelor complexe
Suma a doud numere complexe este egald cu suma dintre partile reale si partile
imaginare ale numerelor complexe respective.

Exemplu:
a) (2+j4) + (3+)5) = (2+3) + (j4+j5) = 549
b) (4-j5) + (2+j3) = (4+2) + (-j5+3) = 6-j2
C) (4+j5) + (2+j3) = (4+2) + (j5+]3) = 6+]8

in general: (a+jb) + (c+jd) = (a+c) + j(b+d) (17.6.1.1)

Pentru a aduna doua numere complexe scrise in coordonate polare, mai intai se
convertesc numerele respective in coordonate rectangulare si apoi se face
adunarea.

17.6.2 Scaderea numerelor complexe
Diferenta a doud numere complexe este egald cu suma dintre diferenta partilor
reale si diferenta partilor imaginare.
Exemplu:
a) (2+j3) — (5-j4) = (2-5) + [j3-(-j4)] = -3 + 7
b) (5+j4) — (3+j2) = (5-3) + (4-j2) =2 + ]2
c) (-3+j2) — (6-j3) = (-3-6) + [j2-(-j3)] = -9+j5

In general: (a+jb) — (c+jd) = (a-c) + (jb-jd) (17.6.2.1)
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Pentru a scadea doua numere complexe scrise in coordonate polare, mai intai
se convertesc numerele respective in coordonate rectangulare si apoi se face
scaderea.

17.6.3 Inmultirea numerelor complexe
Inmultirea numerelor complexe scrise in coordonate polare se face foarte usor,
se inmultesc modulele si se aduna algebric unghiurile (argumentele).

Exemplu: Sa se inmulteasca urmatoarele numere:
a) (3£30%)-(5£20) = (5-3)£(30° +20°) =15250°

b) (2£25°)-(4£65°) = (2-4)£(25" +65°) =8.£90°

c) (5£45°)-(2£-15%) = (5-2) 45" +(-15°)] =10.£30°

in general:
(Z 2a)(Z,28)=7,-Z,2(a+ f) (17.6.3.1)

Se pot inmulti si numerele complexe scrise in coordonate rectangulare, dar este
mai dificil.

Exemplu:

a) (2+j3)-(4+j5)=2-4+2-j5+ j3-4+j3-j5=8+ 10+ j12-15=-T7+ j22

b) B+ ,2)-(5+j3)=3-5+3-j3+j2-54+;2-j3=15+ 9+ j10-6=9+ ;19

in general: (a+ jb)-(c+ jd)=(a-c—=b-d)+ j(a-d+b-c) (17.6.3.2)

17.6.4 impartirea numerelor complexe
Impartirea numerelor complexe scrise in coordonate polare se face foarte usor,
se impart modulele si se scad unghiurile (argumentele).

Exemplu: Sa se efectueze impartirea urmatoarelor numere complexe:
a) (4£50°)+(2£30%) = (4 +2)£(50° —30°) = 2.£20°
b) (6£75°)+(3£—-15%) = (6+3)[75° - (~15°)] = 2.290°

In general: (aZa)+(b4B) =(a+b)L(a - p) (17.6.4.1)

Se poate efectua si impéartirea a doud numere complexe scrise in coordonate
rectangulare, dar este mai dificil.

Exemplu: De data aceasta se va efectua impartirea a doud numere complexe
pentru cazul general. Fie Z, =a+jb si Z,=c+jd. S& se impartd aceste

numere. Vom scrie impartirea sub forma de raport:
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Ca sa nu mai avem un numar complex la numitor se va inmulti atat numaratorul
cat si numigtorul cu (¢ - jd), care este conjugatul numitorului. Aceasta metoda

se numeste “rationalizarea numitorului’. Rezulta:

, _(a+jb)-(c=jd)
(c+jd)-(c— jd)

Se calculeaza pe rand numaratorul si numitorul. Rezulta:

(a+ jb)-(c—jd)y=a-c—a-jd+ jb-c— j’b-d dar j’=-1.Rezulta:
(a+ jb)-(c—jd)y=a-c—a-jd+ jb-c—(-)b-d=a-c+b-d+ j(b-c—a-d)

Acum se calculeazad numitorul:
(c+jd)-(c—jd)y=c*—c-jd+jd-c— j°b-d =c*> +d*
Revenind la impartirea celor doud numere complexe, rezulta:

_(a-c+b-d)+ jb-c—a-d)
¢’ +d?

z

Se observa ca la numitor nu mai este un numar complex. Acesta este rolul
rationalizarii numitorului.
Acum se va scrie numarul complex Z ca o suma dintre o parte reala si o parte

imaginara. Rezulta:

7 (a-c+b-d)Jr (b-c—ad)

S S (17.6.4.2)

Exemplu numeric. S& se impartd numerele complexe Z, =2+ ;3 si Z, =5-,2

[2-5+3-(=2)]  [3-5-2-(=2)] A 0054 11875

7 =
= 3242 3 4+(=2) 16 16

Dupa cum s-a vazut, la utilizarea relatiei (17.6.4.2) s-a tinut seama de semnele
literelor care au compus numerele complexe.

17.6.5 Reprezentarea marimilor sinusoidale in planul complex
Matematicianul german Leonard Euler (se pronuntd Oiler) a descoperit un
numar, care ii poartd numele si este notat cu litera e, de la Euler. Acest numar
existd In natura, este un numar real si are o infinitate de zecimale. El a fost ales
ca baza a logaritmilor naturali.
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Numarul e este limita unui sir, cand » tinde catre infinit:

e:hm[nlj =2.71828...cand n — » (17.6.5.1)
n

Ca sa intelegem aceata limita, sa presupunem ca vrem sa investim 1$ (cantitate
unitara) intr-un program care permite dolarului investit sa creasca cu o rata de
crestere egala cu valoarea sa pentru un an (unitate de timp). Pentru usurarea
calculelor cosideram anul impartit in 10 parti. Conform ratei de crestere oferita de
programul respectiv, dupa 0.1 ani dolarul va creste cu 0.1$ si va deveni 1.1$. De
acum fnainte cantitatea de 1.1$ va creste la o rata de 1.1$ pe an. Dupa 0.2 ani,
dolarul investit va creste la valoarea 1.10$ + (1.1) x (0.1)$=1.1$ + 0.11$ =1.218$.
De acum finainte va creste cu 1.21$ pe an, si asa mai departe. Dupd un an,
dolarul investit va castiga in valoare si va deveni egal cu 2.718...$.

Tot Euler a descoperit o formula, care i poartd numele:
e’ = cos(x) + jsin(x) (17.6.5.2)

Dupa aceasta incursiune in matematica revenim la reprezentarea marimior
sinusoidale in planul complex.

Sa consideram o marime sinusoidala care este variabila in timp, de exemplu o
tensiune alternativa:

u(t)=U,, -sin(ot + a) (17.6.5.3)

unde:
u(t) =tensiunea sinusoidala variabila in timp, se citeste “u de t”, [V];

U, =valoarea maximd a tensiunii alternative, sau amplitudinea tensiunii

alternative, [V];
o =27 =pulsatia tensiunii alternative luata in considerare, [rad/s];

f =frecventa tensiunii alternative, [HZz];

¢t =timpul scurs de la studierea fenomenului, [s];
a =faza initialad a tensiunii alternative, [rad].

Se incearca sé se reprezinte tensiunea u(t) =U,, -sin(wt + &) in planul complex.
Acest lucru presupune ca tensiunii u(z) sa i se asocieze o marime complexa,

avand modulul egal cu amplitudinea tensiunii si unghiul de faza (argumentul)
egal cu faza marimii sinusoidale. Asocierea este biunivoca. Se face deci
reprezentarea:

_ (ot+a)
u(t)=U,, -sin(ot + a) = U= Ume] (17.6.5.4)
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(wt+a) Lo . .
Factorul € / nu reprezinta altceva decat faptul ca fazorul U, este

rotit fatd de sensul pozitiv al axei reale cu unghiul (aor+a), pentru
momentul ¢, vezi Fig. 17.7. Fazorul U, se roteste in sens trigonometric (sens
invers acelor de ceas) cu viteza unghiulara constantd o .

\Xw U = U ej(a)t+a)
= m

+J
ot + o

+ Re

O

Fig. 17.7 Reprezentarea in complex a tensiunii sinusoidale u(¢) =U, -sin(wt + &)

In relatia (17.6.5.4), aplicand formula lui Euler méarimii complexe u asociata
marimii sinusoidale se obtine:

u=U, cos(wt+a)+ jU, sin(ot +a) (17.6.5.5)

Din relatia precedentd rezultd ca partea imaginara a acestei marimi complexe
reprezintd tocmai marimea sinusoidala de la care s-a plecat:

u(t)=U,, sin(ot + o) = Im{u} (17.6.5.6)
Im{u} se citeste “partea imaginara a marimii complexe u”.

Relatia (17.6.5.6) exprima regula de trecere inversd de la reprezentarea in
complex la marimea sinusoidala initiala. Aceasta regula este valabila numai daca
pentru marimea sinusoidaléd se foloseste forma normald de exprimare in sinus

(nu si in cosinus).

Reprezentarea in complex se poate simplifica. Dacad se dezvoltd relatia
(17.6.5.4) se obtine:

u=U """ =U e’ .e* (17.6.5.7)

In sume, sau alte relatii matematice de marimi sinusoidale de aceeasi frecventa
va apare factorul comun e’“. Acest factor se poate suprima de la inceput in
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toate marimile in care intervine, fara a afecta prin aceasta operatiune rezultatul

\ N - . . . jot
final. Reprezentarea in complex care rezultd prin suprimarea factorului € se
numeste ‘reprezentarea in complex simplificatd”. In acest caz intervine
urmatoarea reprezentare:

ut)y >u=U, e’ (17.6.5.8)

In aceasta reprezentare (rel. 17.6.5.8) fiecarei marimi sinusoidale i se asociaza
deci o marime complexa care nu mai este functie de timp, avand modulul egal cu
amplitudinea U, si unghiul (argumentul) egal cu faza initiald o a marimii
sinusoidale. Tn Electrotehnica este uzuala reprezentarea in complex simplificata
care are modulul egal cu valoarea efectiva a méarimii sinusoidale U , adica:

u(t) > U =Ue’” (17.6.5.9)

Pentru trecerea inversa, de la reprezentarea in complex simplificata la marimea
sinusoidala in timp, se va tine seama de simplificarile facute, deci

u(t) = Im{N2e’ U} = Im{~/2Ue’ ™+ (17.6.5.10)
, U
+J
@ + Re
O

Fig. 17.7 Reprezentarea simplificata in planul complex

In Fig. 17.7 se poate vedea reprezentarea simplificatd in planul complex a
marimilor sinusoidale care au pulsatia . Fazorul reprezentat in Fig. 17.7b este

. . ~ I jot
un fazor imobil, pentru ca s-a eliminat factorul € .

Exemplu numeric: Tensiunea momentanad la bornele unui circuit electric
alimentat in alternativ si curentul prin circuit sunt date de relatiile:

u=U, -sin(at+a); i=1, -sin(ot+a—¢p). S& se determine impedanta
circuitului.
Solutie: Impedanta este raportul dintre tensiune si curent:

U,sin(wt+a) U, sin(ot+a)

- I, sin(ot +a — @) T sin(wt + o — @)

m
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Este dificil de calculat raportul dintre cele doua sinusuri. De aceea se reprezinta
tensiunea si curentul in complex.

u= Umej(wtm) = ]mej(mm_m Rezulta:
U ej(a)t+a) U . » B U . .
7= mj(wHa_m — —m  pllera)jlotta=p) _ Zm ,j0 _ 7. ,/?
I e I .

Rezultd ca modulul impedantei este egal cu raportul dintre amplitudinile tensiunii
si curentului, sau cu raportul dintre valoarea efectiva a tensiunii si valoarea
efectiva a curentului:

,_ U, _V2U_U

I, 2.1 I

Fazorul Z este rotit in sens trigonometric fatd de sensul pozitiv al axei reale cu
unghiul ¢.

18. Folosirea numerelor complexe la rezolvarea circuitelor

de curent alternativ

Sunt unele situatii in care se cere sa se determine diferite marimi din circuitele
electrice formate din rezistente, bobine si condensatori in diferite conexiuni.
Pentru rezolvarea unor astfel de circuit numerele complexe simplifica mult
calculele. Pentru acest lucru trebuie amintite regulile stabilite Tn paragrafele
abterioare din acest articol si anume:

In circuit electrice alimentate in curent alternativ ciderea de tensiune pe o
rezistenta este in fazd cu curentul prin rezistenta, curentul printr-o inductanta
purd este defazat cu 90° in urma tensiunii de la bornele inductantei si curentul
printr-un condensator fara pierderi este defazat cu 90° inaintea tensiunii de la
bornele condensatorului.

Pentru rezolvarea circuitelor respective marimile care intervin se vor reprezenta
in planul complex. Pe axa reala va fi reprezentata rezistenta, R + j0 = R iar iar pe

axa imaginaréd cele doua reactante. Reactanta inductivd se va reprezenta in
sensul pozitiv al axei imaginare, + jX, , iar reactanta inductiva in sensul negativ al

axei imaginare, — jX ..

Rezolvarea unui circuit serie R-L-C: Se considera circuitul din Fig. 18.1. Se cere
sé se calculeze impedanta circuitului, curentul prin circuit si caderile de tensiune
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pe elementele circuitului. Sa se precizeze relatile de faza intre marimile care
intervin in circuit.

L=0.2228 H C=48.228uF
X, = j70Q X, =—j66Q
| R =3Q 70./90° 66/ —90°

Ur UL Uc

@

U=12V; 50 Hz

Fig. 18.1 Circuit serie R-L-C

Solutie: a) Impedanta circuitului: Z =3+ ;70— j66 =3+ j4

+Im
+ j70

5 — j66
e

J3+
j2+
15

Z=3+j4

+j4
+ Re

||
1
3 45
2 4+

Fig. 18.2 Diagrama impedantelor din exemplul numeric

| R=3Q XL = j4Q
: Y'Y Y )
@
U=12V; 50 Hz

Fig. 18.3. Circuit echivalent cu cel din Fig. 18.1
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Pentru ca reactanta totala a circuitului este +j4, aceasta inseamna ca reactanta
netd a circuitului este inductivd (semnul plus). Circuitul dat este echivalent cu
circuitul din Fig. 18.3.

X4 13333 @ = arctan = tan~' (1.3333) = 53.13’

tangp = —
(DR 3

Z=+3"+4> =425 =5 [Q]; Z=5253.13° [Q]. Marimea impedantei este 5 Q.

b) Tensiunea de alimentare.

Tensiunea de alimentare este U=12 V, este un numéar real. O consideram
reprezentatd in axa reald. Fatd de ea va rezulta unghiul de defazaj dintre
tensiune si curent.

U =1220° [V]
c) Curentul prin circuit
0
[:gzLOO:(12+5)L(OO ~53.13%) =2.4--53.13° [A]
Z 5/53.13

A rezultat c& modulul curentului este 2.4 A si unghiul de fazad este -53.13°
Aceasta inseamna ca defazajul dintre tensiune si curent este de 53.13°, curentul
find in urma tensiunii. Unghiul negativ era de asteptat, pentru ca circuitul
echivalent este unul inductiv, vezi Fig. 18.3.

d) Caderile de tensiune pe elementele circuitului
U,=1-R=(24,£-53.13°)-(3£0°) = (2.4-3)£(-53.13" +0°) = 7.2£ - 53.13°
Unghiul de faz& al caderii de tensiune pe rezistenta este acelasi cu al curentului

prin circuit, ceea ce era de asteptat. Deci caderea de tensiune pe rezistenta este
in faza cu curentul prin circuit.

U,=1-X,=(24/-53.13")-(70£90°) = (2.4-70)£(-53.13" +90°) = 168.£36.87° [V]
A rezultat ca valoarea caderii de tensiune pe reactanta inductiva este de 168 V,
iar unghiul dintre aceastd tensiune si curentul din circuit este de
53.13° +36.87° =90°, curentul fiind Tn urma tensiunii de pe reactanta inductiva

(de pe bobina).

Uo=1-X.=(24,/-53.13")-(66£-90") =158.4/ —143.13° [V]
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A rezultat ca valoarea caderii de tensiune pe reactanta capacitiva este de 158.4
V, iar unghiul de fazd dintre aceastd tensiune si curentul din circuit este de

143.13° —=53.13° =90°.

Relatiile de faza dintre marimile care sunt in circuit sunt aratate in Fig. 18.4.

U=1220° +Im
U,=72/-53.13°
U, =168/36.87° U,
U, =158.4/-143.13°
[=24/-53.13 ny )

o U\ 36.87 +Re

Uc Ug
> -53.13°
90
~143.13°
I

Fig. 18.4 Diagrama fazoriala a marimilor din circuitul prezentat in Fig. 18.1

+Im +Im

IS

Ue
+) +)
5 +Re o Q/QL

Up U

.

+ Re

Fig. 18.5 Suma geometrica a tensiunilor din circuitul analizat

Daca din Fig. 18.4 se inlatura unghiurile si valorile numerice se obtine Fig. 18.5,
in care se vede cad suma geometrica a caderilor de tensiune pe rezistenta,
inductanta si capacitate este egala cu tensiunea de alimentare a circuitului:

U= QR +QL +QC

Analizand valorile caderilor de tensiune din circuit se constatad valori mult mai
mari decat tensiunea de alimentare pe reactanta inductivd si pe reactanta
capacitiva. Aceasta se datoreazad faptului ca circuitul se afla aproape de
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rezonanta serie, reactantele inductiva si capacitiva fiin destul de apropiate ca
valoare, 70 si 66 ohm.

Daca toti fazorii din figurile 18.4 si 18.5 se rotesc in sens trigonometric cu 53.13°,
tensiunea se alimentare U nu va mai fi reprezentatd in axa reald si va avea
aceeasi pozitie ca impedanta reprezentata in Fig. 18.2; caderile de tensiune de
pe reactantele inductiva si capacitiva vor avea aceeasi orientare ca si reactantele
inductiva si capacitiva din Fig. 18.2.

Rezolvarea unui circit serie-paralel:

|
I3
H R3
ZOQ 4OQ 500
: XU X,
Ul 100 20Q
60V
C3
50 Hz C2 L c3
6OQ T 300

Fig. 18.6 Circuit serie-paralel

In Fig. 18.6 se prezinta un circuit format din 3 ramuri: o ramura R-L, o ramura R-
L-C si o ramuréd R-C. Se cere s& se calculeze: a) impedanta fiecarei ramuri, b)
curentul prin fiecare ramura, c) curentul total si impedanta totala.

Solutie:

a) Impedantele ramurilor

Z,=20+;10;

10
=tan"'| — |2 26.60°;
D (2()]

=+/20° +10% =+/500 = 22.36Q;

Z, =22.36,26.60°

— /40> +40° = /3200 = 56.5602

Z,=56.56/—45"

Z, =40+ j20—- j60 = 40— j40;
-40
=tan"'| — |=-45"
?, (4()]

Z, =50-j30;

Z, =4/50% +(-30)* =+/3400 = 58.31Q

=58.31£-31"

@, =tan”' (‘5—?)0j =-30.96 = -31°
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b) Curentii prin ramuri. Fiecare ramura este alimentatd la aceeasi tensiune.
Consideram tensiunea in axa reald, adica U = 6020°. Rezulta:

60.20°

" 22.36.26.60°
1, =2.68-cos(—26.60") + j2.68 -sin(~26.60°) = 2.4 — j1.2

=2.68/-26.60"; 1, =2.684

1

60.20°

" 56.56/ — 45"
1, =1.06-cos45° + j1.06-sin45° = 0.75+ j0.75

=1.06245"; 1, =1.064

=2

60.20°

T 5831/ -31°
I, =1.03-cos31° + j1.03-sin31° = 0.883 + j0.53

=1.03231%; I, =1.034

=3

c) Curentul total:
I=1+1,+1,=24-;1.2)+(0.75+ j0.75)+ (0.883 + j0.53) =4.033 + j0.08 = 4.034

in forma polara curentul se scrie: 7 =4.0320° [A]

d) Impedanta totala:

0
z=2- 920 _1488.0 []
[ 4.03£0

Rezultd ca circuitul complex din figura 18.6 se reduce doar la o rezistentd cu
valoarea 14.88 ohm, fara nici-o reactanta in serie, alimentata la 60 V.

Transformari de impedante:

R § T C §5o
3000

Fig. 18.7. Circuit de adaptare intre doua rezistente de valori diferite
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Seconsidera ca rezistenta R, este rezistenta internd a unui etaj final si rezistenta

R este rezistenta “vazutd” de etajul final la intrarea in linia de alimentare a
antenei. Pentru transferul unui maxim de putere catre antenad trebuie ca
rezistenta interna a etajului final sa fie egala cu rezistenta “vazuta” de etajul final
la intrarea in linia de alimentare. Acest lucru se poate face cu un condensator si
o bobind conectate ca in Fig. 18.7. S& vedem cum lucreaza acest circuit de
adaptare (transmatch).

Se considera prima data circuitul paralel format din R, si condensatorul C.

Ri§ -_— C

Fig. 18.8 Circuit paralel format din R; si C

Se doreste sa se afle un circuit echivalent cu circuitul din Fig. 18.8. Trebuie sa se
afle impedanta circuitului. Ne reamintim ca& in curent continuu, rezistenta
echivalentd a unui grup de rezistente in paralel este data de relatia:

=—+—+—+..+— (18.1)

In curent alternativ apar impedante. Impedanta echivalentd a unui grup de
impedante in paralel este data de relatia:

:—+L+—+...+— (18.2)

In Fig. 18.8 impedantele in paralel sunt Z, = R, si Z, =—jX..Rezulta:

+ 1 _Ri_jXC Z:_jRch

_ch __jRch Ri_jXC

Se rationalizeaza numitorul, adica se amplifica fractia cu conjugatul numitorului:

—JR X _ - JRX (R + jX.) :—jR,-Xc(R,-+ch)
R —jX. (R —jX.) (R +jX.) R’ + X}

1

Z=
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—JR'X - JRX. _—jR’X +RX:  RX; iy R}
R} + X R} + X R} +X. “RI+X.

1

Z=

Facem urmatoarele notatii:
R X R’X
Ry =———; Xe=—3—7
R +X¢ R +X¢
Se obtine: Z = R, — jX,, adica circuitul echivalent cu cel paralel din Fig.18.8 este
format dintr-o rezistenta in serie cu un condensator, vezi Fig.18.9.

R1 Xct 1

A H o.
C1

0.
2

Fig. 18.9 Circuit R-C serie echivalent cu circuitul paralel din Fig. 18.8

Se pune conditia ca rezistenta R1 din circuitul aratat in Fig.18.9 sa fie egalé cu
rezistenta R, adica:
RX!
R =——5-=R
R +X¢

n ~ . , R ,
Rezolvand aceasta ecuatie in raport cu X . se obtine: X, =R, T relatie

din care se calculeazd méarimea capacitati C din Fig. 18.8. Circuitul serie
echivalent din figura 18.9 se va Tnseria cu o inductantd cu valoarea reactantei
inductive egald cu a reactantei capacitive, astfel incat — jX . +jX, =0. Se

obtine circuitul adaptat din Fig. 18.10.

_ch1 +jXL =0

Fig. 18.10 Circuit adaptat
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In Fig. 18.7 sunt date valorile numerice pentru R, =3000Q si R =50Q . Se obtine:

X, =R |—%__ 3000‘/L =390.560)
R —R 3000 — 50

Xcz—l; o1 X, =27L =X
24C 27X, 24f

Pentru o anumitd frecventd vor rezulta valoarile pentru capacitatea C a
condensatorului si inductanta L a bobinei . Cele doua reactante se vor anula
reciproc si astfel in circuit raman doar cele doua rezistente Ry si R care au
devenit egale, conditie ceruta de teorema transferului maxim de putere activa.

Circuitul echivalent al unui circuit R-L-C parallel:
Cu ajutorul calculului Tn planul complex se demonstreaza ca orice circuit paralel
Rp-L,-C,, are un circuit echivalent serie Rs-Ls-Cs.

1 Rs Ls Cs 1
. o — Y H o
Xis Xce
IESE M
Rp —
XLp | Xcp
) 0
2 2

Fig. 18.11 Circuit paralel R-L-C echivalent cu un circuit serie R-L-C

Intre valorile rezistentelor, inductantelor si capacitatilor din conexiunea paralel si
aceleasi elemente din conexiunea serie, exista relatii de transformare. Calculul in
complex conduce la aflarea acestor relatii. Dacé circuitele sunt echivalente, o
sursa conectata intre terminalele 1 si 2 la conexiunea paralel va vedea aceeasi
impedanta ca si in cazul in care ar fi conectata la conexiunea serie la terminalele
1si2.
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19. Teorema transferului maxim de putere activa
Schema echivalentd a unui consumator conectat la un generator de tensiune
alternativa este prezentata in Fig.19.1.

Ci == XCi C— Xc

Li gxu U, L%XL

2 Consumator
L Generator B (sarcina) N
I~ - 1

Fig. 19.1 Schema echivalentd a unui consumator conectat la un generator de
tensiune alternativa

Se vede ca atat generatorul cat si consumatorul sunt formate din trei elemente
de circuit conectate in serie: un rezistor, un inductor (o bobind) si un
condensator. In plus, la generator, in serie cu cele trei elemente de circuit, mai
este si sursa de tensiune electromotoare, cu tensiunea Ue.

U, = valoarea efectiva a tensiunii electromotoare a generatorului, [V];
R, = rezistenta internd a generatorului, [Q];

L, = inductanta intern& a bobinei generatorului, masurata in henry, [H];
X ,, = reactanta inductiva interna a bobinei generatorului, [Q];

C, = capacitatea intern& a generatorului, masurata in farad, [FJ;

X = reactanta capacitiva interna a generatorului, [Q];

R = rezistenta consumatorului, [Q];

L = inductanta consumatorului, [H];

X, = reactanta inductivd a consumatorului, [Q2];
C = capacitatea consumatorului, [F];

X . = reactanta capacitiva a consumatorului, [Q];

U, = valoarea efectiva a tensiunii la bornele generatorului, [V];
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I = valoarea efectiva a curentului prin circuit, [A].

Intr-un circuit serie, reactanta totald din circuit este egald cu diferenta dintre
reactanta inductiva si cea capacitiva. Astfel, pentru generator si pentru sarcina se
poate scrie:

X, =X, - Xg X:XL_XC (19.1)

Din relatia (19.1) se vede ca dacd X, > X atunci circuitul are o reactantad neta
inductiva si invers, dacd X, < X, atunci circuitul are o reactantd neta capacitiva
si va avea semnul minus.

Tensiunea produsd de generator este alternativd, inseamnd ca limitarea
curentului prin circuit se face de impedanta generatorului inseriatd cu impedanta
sarcinii. Tinand cont de relatile (19.1), circuitul initial reprezentat in Fig.19.1
devine echivalent cu cel prezentat in Fig.19.2.

| R +R X, +X

ueT @

Fig. 19.2 Schema echivalenta a circuitului din Fig.19.1

Conform figurii 19.2, impedanta totala a circuitului este:

Z, = (R, +R)* +(X, + X)’ (19.2)

Valoarea curentului prin circuit este datd de raportul dintre tensiunea
electromotoare a generatorului si impedanta totala a circuitului:

] Y. Al (19.3)

- JR, 4R +(X, + X)?

Puterea este consumata doar de rezistentele din circuit, reactantele nu consuma
putere, dar contribuie la limitarea curentului. Deci puterea generatorului va fi
disipata pe rezistenta interna a generatorului si pe rezistenta sarcinii.
Puterea consumata de rezistenta sarcinii este data de relatia:

Notiuni de electrotehnica si de matematica: Page 96 of 102



-97 -

P=RI*>=R- Y. =R zUj ~ (19.4)
VR +R)? +(X, + X) (R, +R)* +(X, + X)

Din relatia (19.4) rezultd ca pentru ca puterea consumata sa fie maxima trebuie
ca valoarea numitorului expresiei (19.4) s& fie minima. Din punct de vedere al
reactantelor acest lucru se intdmpla daca:

X,+X=0,sau X, =-X (19.5)

Acest lucru inseamnd ca& daca reactanta netd a generatorului este inductiva,
atunci reactanta consumatorului sa fie capacitiva, si invers.

Considerand indeplinitd conditia X, + X =0 relatia (19.4) devine:

L Y S S—C L (19.6)
(R, +R) R +2RR+R R
2R, +| R+—

Primul termen al numitorului expresiei (19.6) este 2R,, care este constant, in
sensul ca generatorul este dat si nu-si poate modifica rezistenta interna. Rezulta

. . - . . . . . R?
ca numitorul este minim numai daca al doilea termen al numitorului, (R +?j ,

- , R} R}
este minim. Cum produsul dintre R si ? este constant (R'?:R"Z = const.,

pentru cd rezistentra internd a generatorului este constantd) suma acestor
termeni este minima numai atunci cand termenii sunt egali, adica atunci cand:

R=R (19.6)

Cele doua conditii ale transferului maxim de putere activa sunt:

X,+X=0si R=R,

Conditiile gasite pentru adaptare se exprima in cuvinte astfel:

Pentru ca o sarcina sa absoarba maximum de putere activa de la un
generator trebuie ca rezistenta sarcinii sa fie egala cu rezistenta interna a
generatorului, iar reactanta sarcinii sa fie egala si opusa cu reactanta

internda a generatorului; daca reactanta interna a generatorului este
inductiva, atunci reactanta sarcinii trebuie sa fie capacitiva si invers, dar
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ambele sa aiba aceeasi valoare absoluta. Se spune ca receptorul este
adaptat cu generatorul din punct de vedere al puterii maxime.

Dacé in relatia (19.6) se pune conditia R = R, se obtine valoarea puterii maxime
transferata de la generator la receptor (sarcina):

2
p, =2
4R.

1

(19.7)

Dacéa conditia X, + X =0 este indeplinitd atunci puterea totala disipata in circuit
este disipata pe rezistenta interna a generatorului si pe rezistenta sarcinii:
U’ U’

P =(R +R)I*=(R +R)- = 19.8
t (z+ ) (1+ )(Rl—}-R)Z Rl-‘rR ( )

In cazul adaptarii (X = —X, si R=R,), puterea totala didipata in circuit este:

U2
P  =2RI*=—"% 19.9
.ad i 2R ( )

t
i

Rezultd cd in cazul adaptarii, jumatate din puterea generatorului se
consuma pe propria rezistenta interna si cealalta jumatate pe rezistenta de
sarcina.

Randamentul corespunzator transferului maxim de putere este

U2
n=%=%=0-5 (19.10)

t.ad e

2R

Reamintim cd puterea disipatd pe rezistenta de sarcind este datad de relatia
(19.6), care dupa simplificarea cu R devine:

2
pe—Ye (19.11)

2

R,
~+2R, +R
R

Dacad se considerad rezistenta R a sarcinii ca o variabila, atunci se poate
reprezenta grafic puterea P in functie de R. O simpla reprezentare in functie de
valoarea in ohmi a rezistenei sarcinii nu ne spune nimic. Va trebui sa@ masuram
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rezistenta sarcinii in multiplii ai rezistentei interne R,. In acest caz graficul puterii

transferate de la generator la sarcina, in functie de rezistenta sarcinii, arata ca in
Fig. 19.3.

Fig. 19.3 Graficul puterii transferate de la generator la sarcind in functie de
rezistenta sarcinii

Din graficul reprezentat in Fig. 19.3 se observa ca puterea transferata sarcinii
este maxima pentruR = R, . Evident ca daca R =0, puterea disipaté pe rezistenta

de sarcina va fi zero. Dar care este puterea consumata pe rezistenta interna in
cazul R =07? Pentru a afla rezultatul se utilizeaza relatia (19.8):

U? u; U:
""R+R R +0 R,

l

(19.12)

Se observa ca in cazul in care R =R, puterea disipatd pe rezistenta internd a

generatorului este de 4 ori mai mare decat puterea maximéa transferata sarcinii la
adaptare:

2 2
PtR:O:4'Pmax:4'Ue :Ue
' 4R, R

1 1

(19.13)

unde P, reprezintd puterea maximéa transferatd sarcinii la conditile de
adaptare.

Puterea disipata pe rezistenta interna a generatorului este data de relatia:

Notiuni de electrotehnica si de matematica: Page 99 of 102



- 100 -

2
szRl.IZ:Rl.-U—ez (19.14)
(R; +R)

Randamentul transferului puterii active este definit ca raportul dintre puterea

disipata pe rezistenta de sarcina si puterea totala disipata in circuit:

RU;
R, +R)’

_§:< 152) :R”iR (19.15)
R +R

Este util sa se faca un tabel cu puterile care sunt disipate in circuit.

Tabelul 19.1
Puterea maxima Puterea disipata Puterea disipata Puterea totala
transferata sarcinii | pe rezistenta de pe rezistenta disipata in circuit,
la adaptare sarcina, in functie |interna a pe rezistenta
(X =-X, si de rezistenta R a | generatorului in interna si pe cea
R=R) sarcinii functie de de sarcing, in

' rezistenta R a functie de

sarcinii rezistentaR a
sarcinii
2 2 2 2
P = Ue = U—e P =R U—e P = Ue
4R, (R, +R)’ £ ' (R +R) " R +R

Se doreste sa se traseze graficele puterilor P, P, si P, avand ca variabila

rezistenta R a sarcinii. Aceasta va fi exprimata nu in valori absolute, adica in
ohm, ci in submultiplii si multiplii de R,. Deasemenea, trebuie observat ca in

toate relatiile puterilor din circuit apare factorul U’. Pentru eliminarea acestui
factor, puterile respective se vor reprezenta ca puteri raportate la puterea

maxima, P, , disipatd pe sarcina (cazul adaptarii). Astfel rezulta tabelul 19.2.
Tabelul 19.2
P 4RR P, 4R P 4R pe R
R 1'p (R +R) P (R+R® | Pn. R +R R +R
0 0 4 4 0
% 0.640 2.560 3.200 0.200
2R,
T’ 0.888 1.777 2.666 0.333
3R,
T’ 0.979 1.306 2.285 0.428
R, 1 1 2 0.5
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2R, 0.888 0.444 1.333 0.666

3R, 0.750 0.250 1 0.750
4R, 0.640 0.16 0.800 0.800
P, PP

Fig. 19.4 Graficele puterilor disipate in circuit P, P,, ;F, in functie de rezistenta

de sarcinad R.

n%

[l — T
| | | |
Ch I — - :
| | | |
50T~~~ > I e R
| | | |
| | | |
25 75 - Y
I I I I

| | | —> R

O R, 2R, 3R, 4R,

Fig. 19.5 Graficul randamentului transferului puterii active de la generator la
sarcing, in functie de rezistenta de sarcind R.

Graficele din figurile 19.4 si 19.5 sunt aproximative. Valorile exacte pot fi gasite
in tabelul 2.
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Atat din grafice, cat si din tabel, se vede ca la adaptare randamentul transferului
este de numai 50%, adicd jumatate din puterea generatorului este disipata pe
rezistenta interna. Pentru micsorarea pierderilor pe rezistenta internd se poate
creste valoarea rezistentei de sarcind la 2R,, valoare la care pierderile pe

rezistenta internd scad la mai mult de jumatate, in timp ce puterea transferata
sarcinii scade numai la 88%.

Pentru adaptarea sarcinii la generator se folosesc transformatoare de adaptare.

Valericad COSTIN, YO7AYH

costin.valerica@rdslink.ro

costin.valerica@gmail.com
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